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Director de la tesis
Fdo: Javier Dı́az Bruguera

Director del Departamento de
Electrónica y Computación

Fdo: Manuel Antonio Aldegunde Rodŕıguez
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4.4.2. Principales mecanismos de dispersión . . . . . . . . . . 151

4.4.3. Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

4.5. Simulación de dispositivos: uso de mallas tetraédricas . . . . . 157
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2.15. Tres formas posibles de triangular cuadrantes terminales. . . . . . . . 34
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2.43. Estructura atómica calculada de una interfaz Si/SiO2/HfO2. . . . . . 65

2.44. Posibles crecimientos de dos materiales cristalinos con diferente cons-
tante de red. Dependiendo del grosor de la capa, la estructura resultante
puede estar tensionada (abajo) o dislocada (arriba). . . . . . . . . . . 66
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(cruces) se muestran por comparación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
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2.3. Parámetros para describir la distribución de calidades de los tetraedros
para las mallas de diferentes materiales. Los parámetros dados para las
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Introducción

En los últimos años el escalado de los transistores MOSFET, los más im-
portantes para la industria de los dispositivos semiconductores, ha llevado la
tecnoloǵıa a un punto en el que se vislumbra el final del camino seguido hasta
el momento. Algunos efectos intŕınsecos a las propiedades de los materiales,
como pueden ser las fluctuaciones debidas a la naturaleza discreta de la carga
y la materia, hoy en d́ıa tienen que ser incorporados en el diseño de los sis-
temas para asegurar su correcto funcionamiento. Además de estos hay otros
factores de vital importancia para mantener el escalado como por ejemplo la
reducción de las corrientes de fuga a través del óxido de puerta.

En el pasado, las principales fuentes de fluctuaciones estaban asociadas a
los procesos de fabricación, y algunas de ellas pod́ıan ser modeladas y com-
pensadas. Sin embargo, con el escalado de los dispositivos a dimensiones del
orden de los nanómetros, las fluctuaciones intŕınsecas a la naturaleza de los
materiales pasan a jugar el papel más importante. Estas fluctuaciones son in-
dependientes de los procesos litográficos y no pueden ser eliminadas mediante
mejoras en los procesos de fabricación. Por lo tanto, sus efectos deben ser
cuantificados y tenidos en cuenta en los diseños de los circuitos de los que for-
marán parte. Todo esto supone la necesidad de simular no un único dispositivo
con propiedades continuas, sino un grupo de dispositivos microscópicamente
diferentes que resultarán en variaciones en los valores de la corriente.

Además de esto, el escalado de los transistores MOSFET convencionales
también lleva a los llamados efectos de canal corto, que básicamente provocan
una pérdida en el control de la carga por parte de la puerta. Otros problemas
con el escalado tradicional son el rendimiento y las corrientes de fuga, que
no se pueden mantener en los niveles necesarios sin introducir cambios en los
materiales de fabricación. Estos efectos llevan a pensar en nuevas alternativas
al escalado tradicional que permitan prolongar el escalado durante más años.
Algunas soluciones ya se han introducido en la industria, como pueden ser el
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uso de silicio tenso para aumentar la movilidad o la introducción de materiales
de alta permitividad como óxido de puerta para reducir las corrientes de fuga.
Sin embargo, esto no es suficiente para sustentar el escalado hasta el final de
la hoja de ruta [roa] y son necesarias nuevas innovaciones en el diseño de los
dispositivos, desde nuevas arquitecturas hasta nuevos materiales para el canal.

Estas dos problemáticas que afectan a los dispositivos hacen que sea ne-
cesario el uso de simulaciones tridimensionales para poder predecir el fun-
cionamiento de algunos de los dispositivos candidatos a formar parte de la
industria de los semiconductores. Sin embargo, las simulaciones tridimensio-
nales son computacionalmente muy costosas, y ha de tenerse mucho cuidado
en la elección del modelo de simulación más apropiado para cada caso. Por un
lado, si queremos hacer simulaciones estad́ısticas de las fluctuaciones en un dis-
positivo, el modelo más conveniente es el de arrastre-difusión, ya que su coste
computacional es el más bajo permitiendo todav́ıa una simulación predictiva
de ciertos parámetros, especialmente aquellos asociados con la electrostática
del problema. Por otro, en el caso de nuevas arquitecturas debemos evaluar
el rendimiento antes de hacer cualquier estudio de fluctuaciones de paráme-
tros intŕınsecos, lo que necesita, en general, una herramienta de mayor poder
predictivo para las propiedades de transporte del dispositivo. Los modelos que
resuelven directamente las ecuaciones del transporte cuántico son todav́ıa muy
costosos y están restringidos a dispositivos de tamaño muy reducido. Por lo
tanto, la herramienta más apropiada en estas condiciones es un simulador que
resuelva la ecuación de transporte de Boltzmann, y el método Monte Carlo es
el más extendido para este fin.

El gran coste que supone la simulación tridimensional, en especial en el
caso de simulaciones estad́ısticas o de simulaciones Monte Carlo, hace que sea
deseable, y a veces necesario, el uso de la computación paralela para aprove-
char al máximo los recursos computacionales disponibles. Por este motivo, el
simulador 3D de dispositivos utilizado a lo largo de este trabajo está paraleli-
zado a través de la libreŕıa MPI de paso de mensajes, usando los lenguajes de
programación C y Fortran, lo que garantiza la portabilidad del código entre
numerosos sistemas de computación paralela.

Esta memoria se enmarca en una de las ĺıneas de investigación del grupo
de Arquitectura de Computadores del Departamento de Electrónica y Compu-
tación de la Universidad de Santiago de Compostela. Este trabajo de investiga-
ción parte de un simulador para transistores bipolares de homounión (BJT) y
de heterounión (HBT) posteriormente extendido a la simulación de transistores
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HEMT y MOSFET convencionales. A partir de este proyecto1, desarrollamos
una extensión de este simulador para:

la inclusión de nuevos efectos de variabilidad entre transistores,

la simulación de fluctuaciones con resolución espacial definida por la
estructura atómica del material,

el estudio de dispositivos MOSFET multipuerta,

la simulación de MOSFETs mediante el método Monte Carlo con correc-
ciones cuánticas.

Para esto, además, desarrollamos dos generadores de mallas que nos permi-
ten la flexibilidad necesaria para acometer estas tareas. Uno de ellos, basado
en el uso de árboles octales, permite discretizar regiones compuestas por pa-
raleleṕıpedos rectangulares y definir refinados arbitrarios. El otro generador
de mallas sitúa un nodo en la posición de cada átomo del dispositivo, lo que
permite una resolución espacial exacta de, por ejemplo, las posiciones de los
dopantes.

Hemos dividido el trabajo en cuatro caṕıtulos en los que se describen, tras
una breve introducción a los dispositivos MOSFET y su simulación, las tres
principales ĺıneas de este trabajo.

En el primer caṕıtulo resumimos, inicialmente, el estado de la tecnoloǵıa
MOSFET actual, tal como ha sido guiada por el escalado y las modificaciones
que ha sido necesario introducir para llegar al estado actual de la tecnoloǵıa. A
continuación describimos dos de las alternativas para continuar con el escalado
más allá de los que la tecnoloǵıa tradicional permite: nuevas arquitecturas
para los dispositivos y nuevos materiales para el canal de los transistores.
Finalmente, terminamos el caṕıtulo con un resumen de los principales métodos
de simulación disponibles actualmente.

En el segundo caṕıtulo empezamos con una breve introducción a la cla-
sificación de las mallas de simulación según sus propiedades. A continuación
describimos los principales métodos de generación de mallas utilizados ac-
tualmente. Tras esta sección introductoria describimos los dos generadores de

1Información sobre este proyecto se encuentra en las tesis doctorales de Antonio Jesús
Garćıa Loureiro, de t́ıtulo: BIPS3D: Un simulador 3D paralelo de dispositivos bipola-

res BJT y HBT, y de Natalia Seoane Iglesias, de t́ıtulo Optimización de un simulador

3D paralelo aplicado al estudio de fluctuaciones de parámetros intŕınsecos en

dispositivos HEMT, realizadas en el Departamento de Electrónica y Computación de la
Universidad de Santiago de Compostela.
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mallas desarrollados y que emplearemos posteriormente en las simulaciones.
En primer lugar describimos un generador basado en el uso de árboles octales
(octrees) que permite el mallado de estructuras de tipo Manhattan y que nos
permite una gran libertad en la especificación del refinado. A continuación in-
troducimos la generación de mallas atomı́sticas tras una breve introducción a
la teoŕıa del funcional de la densidad, ya que es el método que utilizaremos pa-
ra obtener las distribuciones de átomos en las estructuras que posteriormente
utilizamos para generar las mallas.

En el tercer caṕıtulo presentamos los resultados obtenidos utilizando el
método de arrastre-difusión. Empezamos describiendo los modelos f́ısicos uti-
lizados, incluyendo los métodos para la inclusión de correcciones cuánticas.
A continuación describimos la discretización de todas la ecuaciones utilizadas
mediante el método de los elementos finitos. Finalmente, tras la descripción
de los métodos de resolución de las ecuaciones, presentamos los diferentes es-
tudios de fluctuaciones realizados: impacto de la granularidad del polisilicio y
de diferentes constantes dieléctricas en el óxido de puerta de un MOSFET de
arquitectura convencional, impacto de la posición aleatoria de los dopantes y
la región de transición entre óxido y silicio en un transistor MOSFET de doble
puerta e impacto de la posición aleatoria de los dopantes en la capa de dopado
δ de un MOSFET con arquitectura Implant Free con canal de InGaAs.

En el cuarto caṕıtulo empezamos describiendo la ecuación de transporte de
Boltzmann y la aplicación del método Monte Carlo a su resolución. Después
describimos la paralelización del sistema completo acoplado con la ecuación de
Poisson. A continuación describimos los mecanismos de dispersión incluidos y
resultados de simulaciones de silicio cristalino para validar los modelos. Una
vez terminada esta descripción, pasamos a describir los principales problemas
que surgen en la implementación del método Monte Carlo sobre dominios dis-
cretizados mediante mallas tetraédricas. Finalmente, terminamos el caṕıtulo
con resultados de simulación de un transistor de doble puerta de canal de
silicio.

Tras los cuatro caṕıtulos, en los que se describe el trabajo realizado, se
indican las principales conclusiones y aportaciones de este trabajo, aśı como
las ĺıneas de investigación abiertas por el mismo.



Introduction

In the last years, the scaling of MOSFETs (Metal Oxide Semiconductor
Field Effect Transistors), key devices for the semiconductor industry, has led
the technology to a point where the present concepts are reaching an end.
Some of the intrinsic properties of the materials, such as fluctuations induced
by the discrete nature of charge and matter, nowadays have to be included in
the design of the systems to ensure its proper operation. On top of this, there
are other factors of vital importance to sustain scaling, such as the reduction
of leakage currents through the gate oxide.

In the past, the main sources of variability were associated to fabrication
processes, and some of them could be modelled and compensated. However,
with the scaling of devices to the nanometre regime, intrinsic fluctuations ori-
ginated in the discreteness of materials begin to play the dominant role. These
fluctuations are independent of lithographic processes and cannot be elimina-
ted with improvements in the fabrication. Therefore, their effects must be
quantified and accounted for in the design of the circuits which will integrate
them. This means that simulations should deal with a whole ensemble of mi-
croscopically different devices, and not only with one with continuous proper-
ties. This will lead to a variability in the simulated values of the current-voltage
characteristics which can be used to predict the variability in the fabricated
devices.

In addition, the scaling of conventional MOSFETs leads to the so called
short channel effects, which basically cause that the gate terminal loses the
control on the charge in the device. Other problems are, for example, per-
formance and leakage currents, which cannot be kept in the required levels
without introducing changes in the fabrication materials. These problems ne-
cessitate the consideration of new alternatives to traditional scaling to sustain
it for a longer period. Some solutions have already been introduced in the
industry. This is the case of strained silicon to improve mobilities or high-κ

5



6 INTRODUCTION

dielectrics for the gate stack to reduce leakage currents through the gate. Howe-
ver, this is not enough to maintain scaling to the end of the roadmap [roa] and
new revolutions in the design of devices are required, from new architectures
to new channel materials.

These two different problems affecting semiconductor devices make neces-
sary the use of three-dimensional (3D) simulations to predict the performance
of some of the new candidates to become major contenders in the semicon-
ductor industry. 3D simulations are computationally very expensive and the
simulation model must be chosen with great care. On the one hand, if we need
to carry out statistical simulations of fluctuation effects in a device, the most
convenient model is drift-diffusion, since it has the lowest computational cost
and the ability to predict some parameters, specially those associated with the
electrostatics of the device. On the other hand, to evaluate the performance
of new architectures we need, in general, a predictive tool which capture the
transport properties of the device. Quantum transport simulations are still
too expensive and are restricted to very small devices. In these conditions,
the most appropriate tool would be a simulator which solves the Boltzmann
Transport Equation (BTE), and Monte Carlo methods are the most extended
to handle this problem.

The computational cost of 3D simulations, specially those involving sta-
tistical samples or the Monte Carlo method, makes desirable, and sometimes
mandatory, the use of parallel computing to take advantage of all the available
computational resources. The 3D device simulator used throughout this work
has been parallelised using the MPI library on C and Fortran programming
languages, which guarantees the portability of the code.

This dissertation is part of one of the research lines of the Grupo de Ar-
quitectura de Computadores from the Departamento de Electrónica e Compu-
tación of the Universidade de Santiago de Compostela. This research work is
based on a 3D finite element simulator for bipolar junction transistors (BJTs)
and heterojunction bipolar transistors (HBTs) later extended for high elec-
tron mobility transistors (HEMTs) and single gate (SG) MOSFETs. From
this project, we have developed an extension of the simulator for:

the inclusion of new sources of variability between transistors,

the simulation of fluctuations with spatial resolution given by the atomic
structure of the materials,

the study of multigate MOSFET architectures,



INTRODUCTION 7

the simulation of MOSFETs using a Monte Carlo method with quantum
corrections.

Furthermore, we have developed two mesh generators with the necessary fle-
xibility to achieve these objectives. One of them, based on the use of octrees,
allows us to discretise Manhattan type structures and define arbitrary refine-
ments. The other mesh generator places one node in every atom position of
the device, which gives us great spatial accuracy, for example, in the positions
of the dopants.

We have divided this work in four chapters. In the first one, we begin
summarising the present status of MOSFET technology, how it has been driven
by scaling and the innovations which were necessary to reach the present
technology. Then we describe two of the alternatives to continue scaling beyond
the possibilities of the present technology: new device architectures and new
channel materials. Finally, we give a brief description of the main simulation
methods available nowadays.

In the second chapter we begin with a description of some possible clas-
sification of meshes according to their properties. We continue describing the
main mesh generation methods employed: Delaunay meshes, advancing front
techniques and octree based methods. After these introductory sections, we
describe the two mesh generators we have developed and which we will use
in the simulations. First we describe an algorithm based on the use of octrees
which allows the meshing of Manhattan-type structures with a great flexi-
bility in the refinement specification. Finally, we introduce the generation of
atomistic meshes after a brief introduction to the density functional theory
(DFT), since it will be the method used to obtain the atom distribution in the
structures that we will use to generate the meshes.

In the third chapter, we present the results obtained using the drift-diffusion
approximation. Firstly, we describe the physical models employed, including
different approximations to include quantum corrections. Then, we show the
discretisation of all the equations using the finite element method. Finally, af-
ter the description of the resolution methods for the systems of equations, we
present different studies of parameter fluctuations. These include the study
of granularity in the polysilicon gate and gate oxide in a conventional SG
MOSFET, the impact of random dopants and the Si/SiO2 transition region
in a double gate (DG) MOSFET and the impact of random dopants in the
δ-doping layer of an Implant Free MOSFET with an InGaAs channel.

In the fourth chapter we begin describing the BTE and the application
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of the Monte Carlo method to obtain its solution. After this, we describe
the parallelisation strategy of the complete coupled BTE-Poisson system. We
then describe the different scattering mechanisms included in the code and the
simulation results for bulk silicon to validate the models. Once the models are
described, we comment the problems that arise in the implementation of the
Monte Carlo method on domains discretised using a tetrahedral mesh. Finally,
we finish the chapter with the results obtained from a simulation of a silicon
channel DG MOSFET.

Finally, we summarise the main conclusions of this dissertation, with spe-
cial emphasis in the main contributions of this work, and we describe some
possible future research topics to continue this work.



Caṕıtulo 1

Dispositivos MOSFET

Durante más de 30 años, el transistor de efecto campo metal-óxido-semi-
conductor (MOSFET) ha sido la base de los circuitos integrados. Ya en el año
1965, Gordon E. Moore, observando que hasta el momento exist́ıa un creci-
miento exponencial en el número de transistores en un chip, postuló que esta
tendencia continuaŕıa en el futuro [Moo65]. Esta afirmación, conocida hoy en
d́ıa como la ley de Moore, expresa que cada tres años se duplica el rendimien-
to de los transistores y se cuadriplica el número de dispositivos presentes en
un chip [Won02]. El progreso que supone esta ley ha sido permitido gracias
al escalado agresivo de los dispositivos, que permite mejorar la velocidad de
operación y la densidad de integración. Sin embargo, con la reducción de las
dimensiones a escalas nanométricas que ocurre hoy en d́ıa, las reglas de es-
calado convencionales dejan de ser aplicables y es necesario cambiarlas. Por
ejemplo, las corrientes de fuga imponen un ĺımite al escalado de la tensión
de alimentación y es necesario el uso de un principio de escalado generali-
zado [BWD84] que disminuye el cambio en la tensión de alimentación pero
aumenta el dopado del canal más rápido para balancear los campos lateral y
vertical.

En la primera parte de este caṕıtulo describiremos los transistores MOS-
FET. Empezamos con una breve descripción del dispositivo en su estructura
convencional, estudiando a continuación las limitaciones que aparecen con el
escalado y como influyen en su diseño. A continuación describimos algunos de
los diseños alternativos que se han propuesto para superar las limitaciones de la
arquitectura convencional, como son los transistores multipuerta y el reempla-
zo del material del canal. Finalmente, para terminar el caṕıtulo presentaremos
una descripción de las principales técnicas de simulación utilizadas para tratar

9
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Figura 1.1: Esquema básico del funcionamiento de un MOSFET.

de predecir los diseños y arquitecturas óptimas, aśı como sus limitaciones.

1.1. El MOSFET convencional, escalado y estado

actual de la tecnoloǵıa

Los transistores de efecto campo son dispositivos unipolares que involucran
principalmente el transporte de los portadores mayoritarios, ya sean electrones
o huecos, en una capa paralela a la superficie. El más utilizado hoy en d́ıa es
el MOSFET, que se caracteriza por aislar la capa de transporte del metal (o
polisilicio) de puerta mediante la utilización de un óxido. El funcionamiento
del dispositivo está basado en la modulación de la conductividad del canal
mediante la aplicación de una tensión en la puerta. Este principio se ilustra,
para un MOSFET de canal n, en la figura 1.1 mediante una representación
esquemática del transistor. En este caso hay dos regiones con dopado tipo
n alto, la fuente y el drenador, y el resto del dispositivo está dopado con
impurezas aceptoras. Al aumentar el voltaje aplicado en la puerta disminuye
la barrera que ven los electrones para pasar de fuente a drenador, lo que hace
que aumente la conductividad.

En las tecnoloǵıas convencionales el semiconductor utilizado es el silicio.
Este material tiene la ventaja de ser oxidado fácilmente para formar SiO2

de una manera altamente controlable y reproducible. Además, la superficie de
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separación Si-SiO2 se puede crear con una muy buena regularidad, produciendo
muy pocos defectos. Esto permite que los MOSFETs de Si se puedan fabricar
en grandes cantidades, siendo fácilmente integrables para formar circuitos a
gran escala.

La teoŕıa original de escalado fue presentada en 1972 [DGKY72, DGR+74],
ofreciendo parámetros de diseño concretos para la fabricación de MOSFETs
de dimensiones reducidas. De acuerdo con esta teoŕıa, si las dimensiones f́ısicas
y el potencial aplicado se escalan con un factor 1/k (k > 1) y la concentración
de impurezas se aumenta un factor k, entonces la forma del campo eléctrico
permanece constante. Sin embargo, al diseñar dispositivos con longitud de ca-
nal por debajo de 1 µm, el escalado del voltaje umbral y de la alimentación
pasa a ser demasiado agresivo y se presenta una nueva teoŕıa de escalado gene-
ralizado [BWD84] que permite escalar los potenciales de forma independiente,
dando una mayor flexibilidad al diseño. Una vez más, al disminuir las dimen-
siones f́ısicas de los dispositivos, la teoŕıa del escalado empieza a acercarse a
su ĺımite por motivos prácticos. Muchos de los problemas que ahora surgen
son intŕınsecos a la naturaleza de los semiconductores y no pueden ser elimi-
nados por medio de mejoras en el procesamiento o en el equipamiento [Ase98].
Por ejemplo, el escalado de los dispositivos MOSFET a nodos tecnológicos
inferiores al de 50 nm requiere la superación de barreras de naturaleza f́ısica
que limitan su rendimiento [Key01, TBCF97, FDE+01, Fis03]. Algunos de los
problemas más frecuentes son:

Corrientes de fuga a través del óxido de puerta.

Efecto túnel de portadores desde la fuente al drenador o desde el drena-
dor hacia el interior del dispositivo.

Control de la densidad y posición de los átomos dopantes en el canal y en
las regiones de fuente y drenador para poder proporcionar una elevada
relación entre las corrientes de conducción y de corte.

En los nodos tecnológicos actuales se han introducido numerosas varia-
ciones sobre el MOSFET convencional. Entre estos cambios está el uso de
puertas metálicas, óxidos de alta permitividad en la puerta o el uso de silicio
tenso para aumentar la movilidad [MAA+07]. Además, compañ́ıas como IBM
o AMD también introducen en nodos actuales diseños que van un paso más
allá del MOSFET convencional utilizando la tecnoloǵıa de silicio sobre aislante
(SOI) [IN07, SCB+08] que, entre otras ventajas, permite reducir los efectos de
canal corto [CC03].
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Pese a las innovaciones introducidas para mejorar el rendimiento y con-
tinuar el escalado, hay dificultades tecnológicas que, en el estado actual de
la tecnoloǵıa, no tienen solución. El documento conocido como SIA’s Inter-
national Technology Roadmap for Semiconductors (ITRS) [roa] es una gúıa
para la industria de los semiconductores que revisa los parámetros de diseño
necesarios para poder ajustarse tanto a la ley de Moore como a las barreras
tecnológicas a superar. El la última versión (2008 Update) la desaparición de
la tecnoloǵıa convencional seŕıa en el nodo de 22 nm, aunque no hay soluciones
de fabricación actualmente para los requerimientos pedidos desde el nodo de
32 nm. En los nodos posteriores es necesaria la introducción de tecnoloǵıas y
materiales nuevos para continuar el escalado.

1.2. Alternativas a los MOSFET estándar

Una de las principales limitaciones de la tecnoloǵıa convencional se en-
cuentra en que el Si es un material de baja movilidad. La mayoŕıa de los se-
miconductores compuestos (GaAs, InP, etc.) tienen movilidades mayores que
la del silicio pero en la actualidad, a nivel comercial, no son utilizados en la
fabricación de MOSFETs principalmente a causa de la dificultad de obtener
aislantes válidos [YWK+03], pese al progreso realizado en los últimos años
[Dat07, SKK+07, Pas05].

Los ĺımites asociados con el escalado y el rango de aplicación de los MOS-
FETs convencionales han dado un impulso a la investigación y desarrollo de
propuestas alternativas en el diseño de transistores y en el uso de nuevos ma-
teriales. Estas propuestas pueden ser clasificadas en función de la técnica que
usan para intentar mejorar el rendimiento del dispositivo. Aśı es posible:

Inducir una densidad de carga más elevada para una tensión de puerta
dada. Por ejemplo, esto puede lograrse reduciendo la temperatura de
funcionamiento del sistema [Won02] o usando un dispositivo FET de
doble puerta (Double Gate FET ) [SGZ+03, IWE+02].

Aumentar el transporte de portadores elevando la movilidad, la veloci-
dad de saturación o el transporte baĺıstico. Para ello, entre otras técni-
cas, es posible disminuir la temperatura de funcionamiento, reducir la
influencia de factores que degradan la movilidad, minimizando el cam-
po eléctrico transversal o la dispersión coulombiana debida a átomos
dopantes, o utilizar materiales de alta movilidad y velocidad de satu-
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ración, como pueden ser Ge, InGaAs o InP. Entre los ejemplos de dis-
positivos que utilizan estas técnicas se encuentran los HEMT [YES02],
PHEMT [KA01, KA04], MHEMT [WMH00], SiGe MOSFET [BOC02],
HBT [WML+03] y DHBT [IKW02].

Asegurar la escalabilidad del dispositivo a una longitud de puerta más
pequeña. Esto se puede conseguir utilizando perfiles de dopado más brus-
cos, a través de una capacidad de puerta elevada o manteniendo un buen
control electrostático del potencial en el canal. Esto ocurre en dispositi-
vos FET de doble puerta, Ground Plane FET y Ultra Thin Body SOI
MOSFET [PC02] entre otros.

Reducir capacidades y resistencias parásitas. Estas técnicas son emplea-
das en dispositivos SOI [WFS98] y FET de doble puerta.

A continuación describiremos con más detalle dos caminos posibles pa-
ra conseguir alcanzar los requerimientos descritos en el ITRS: los MOSFET
multipuerta y la introducción de nuevos materiales en el canal [Vog07].

1.2.1. MOSFETs multipuerta

La disminución de la longitud de canal de los transistores que implica el es-
calado lleva a la aparición de los efectos de canal corto, que básicamente consis-
ten en la pérdida del control de la carga por parte del terminal de puerta. Una
posibilidad para mejorar esto es el uso de varias puertas para controlar la carga.
Hay principalmente dos variedades: transistores multipuerta verticales y pla-
nares. Los primeros contienen, por ejemplo, a los FinFET [YCA+02, HLK+00]
o los TriGate [KDD+06], mientras que los segundos son principalmente deri-
vados de la tecnoloǵıa SOI [CC03].

El primer transistor de doble puerta, descrito en 1984, fue llamado XMOS
por su parecido con la letra Ξ [SH84] y en la publicación ya se predećıan sus
buenas propiedades frente a efectos de canal corto. El primer transistor de
doble puerta fabricado fue el DELTA (fully DEplated Lean-channel TrAnsis-
tor) [HKKT89], en 1989. La estructura de este transistor era vertical y se
puede considerar como el predecesor del FinFET [HLK+00], una de las arqui-
tecturas más extendidas por su sencillez de fabricación usando tecnoloǵıa para
MOSFETs convencionales. En la figura 1.2 mostramos un esquema de tres
tipos de transistor de doble puerta: el de canal horizontal, el de canal vertical
(FinFET) y el de canal vertical con puertas independientes (MIGFET).
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Figura 1.2: Esquema de tres tipos básicos de MOSFETs de doble puerta:
(a) canal horizontal, (b) canal vertical (FinFET) y (c) canal
vertical con puertas independientes (MIGFET).

Figura 1.3: Esquema de la sección transversal de tres tipos de MOSFETs
de triple puerta: (a) TriGate, (b) puerta Π y (c) puerta Ω.

El paso lógico siguiente es un MOSFET con tres puertas para aumentar el
control sobre la carga en el dispositivo. En este caso tenemos un hilo de silicio
cubierto con óxido y un contacto de puerta en tres de sus lados. Entre las
implementaciones están el hilo cuántico SOI MOSFET [CBBG96] y el TriGate
MOSFET [KDD+06]. Además, existen otras versiones con un número efectivo
de puertas mayor, como son los MOSFET de puerta Π [PCD01] o de puerta
Ω [YCC+02]. En el primer caso la puerta penetra verticalmente en el óxido,
mientras que en el segundo la extensión de la puerta se dobla sobre el cuerpo
de silicio, dejando la cara inferior parcialmente cubierta por el contacto de
puerta. En la figura 1.3 mostramos los esquemas de las secciones transversales
estos tres tipos de transistores de triple puerta: TriGate, puerta Π y puerta Ω.

Finalmente, los dispositivos que ofrecen el mejor control sobre la región
de canal son los MOSFETs con una puerta que los rodea por completo.
Estos transistores pueden tener diferentes secciones transversales [NTO+91,
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Figura 1.4: Esquema de la sección transversal de diferentes transistores
con una puerta rodeando por completo el cuerpo de silicio: (a)
sección transversal cuadrada, (b) sección transversal circular y
(c) MBCFET.

MHM92] y ser integrados tanto en horizontal [CZW+03] como en vertical
[GHFY06]. Además, para aumentar la corriente por unidad de área, pue-
den fabricarse varios transistores de tal forma que compartan fuente, dre-
nador y puerta. Ejemplos de estos grupos son el Multi-Bridge Channel MOS-
FET (MBCFET) [YLK+04] y el Twin-Silicon-Nanowire MOSFET (TSNW-
FET) [CSY+07]. En la figura 1.4 mostramos el esquema de secciones trans-
versales de este tipo de transistores.

1.2.2. Nuevos materiales

Aunque en las últimas décadas la tecnoloǵıa CMOS basada en silicio ha
sido la dominante, en el escalado por debajo de los 100 nm las mejoras en ren-
dimiento se han hecho cada vez más dif́ıciles mediante el escalado tradicional.
Además de las nuevas arquitecturas, la industria también ha empezado a uti-
lizar nuevos materiales para lograr mejoras en el rendimiento. Un ejemplo es
la introducción de materiales de alta permitividad para sustituir al dióxido de
silicio como óxido de puerta y disminuir aśı las corrientes de fuga. Sin embar-
go, la introducción de nuevos materiales en el canal de los transistores supone
un cambio mucho más drástico. Actualmente las mejoras en la movilidad se
obtienen mediante la aplicación de tensión al silicio del canal, bien inducida
en el proceso de fabricación [TAA+04], bien mediante ingenieŕıa del sustra-
to [RKH+01]. Desafortunadamente, este beneficio es limitado y disminuye con
el escalado [SKK+07], por lo que existe un gran interés en la introducción de
otros materiales para alcanzar movilidades todav́ıa mayores.

La introducción de nuevos materiales de alta movilidad como el germanio
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para MOSFETs tipo p [SCB+04] y semiconductores III-V para MOSFETs
tipo n [Dat07] y su integración en la plataforma del silicio es, actualmente,
una solución ampliamente reconocida.

Hay tres problemas principales que dificultan la introducción de los tran-
sistores III-V en la tecnoloǵıa CMOS [SKK+07]:

1. El problema más importante es que, a diferencia del silicio, no existe
una buena solución para el óxido de puerta. Pese a los progresos de los
últimos años [Dat07, SKK+07, Pas05], sigue siendo un problema para la
implementación de aplicaciones CMOS.

2. Los sustratos de materiales III-V son caros, frágiles y dif́ıciles de hacer
en un tamaño grande. Además, el éxito de una tecnoloǵıa no basada en
silicio depende de su compatibilidad con los procesos utilizados para este
material. Por este motivo hacen falta métodos para integrar los nuevos
materiales sobre sustratos de silicio.

3. La movilidad de los huecos en los materiales III-V no es mejor que la
del silicio. Hace falta un esquema de integración que permita combinar,
por ejemplo, transistores III-V para n-MOSFETs y de germanio para p-
MOSFETs. Además, la baja densidad de estados en los materiales III-V
también podŕıa ser un problema [PKK+06].

Hay principalmente dos estructuras que se estudian para MOSFETs III-
V para aplicaciones digitales: de canal superficial y de canal enterrado. La
primera estructura seŕıa equivalente a los MOSFETs de silicio convencionales,
mientras que en los MOSFETs de canal enterrado el canal suele estar entre
dos capas de materiales III-V con un ancho de la banda prohibida mayor
de manera que se forma un pozo cuántico. La estructura de canal superficial
requiere la formación de una interfaz semiconductor-óxido de muy alta calidad
para mantener una densidad de defectos baja cerca de la capa superficial de
conducción.

El potencial para el escalado a dimensiones por debajo de los 20 nm de
estas estructuras fue estudiado recientemente mediante simulaciones Monte
Carlo [KAAM+08]. En este estudio se ve que los MOSFETs de canal superficial
ofrecen una buena escalabilidad hasta longitudes de puerta del orden de los
20 nm, pero el óxido de puerta es una limitación fundamental para un mejor
rendimiento de los transistores escalados. Por otro lado, en la simulación de
una arquitectura con canal enterrado (Implant Free MOSFET), el rendimiento
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escala adecuadamente hasta longitudes de puerta de 15 nm si se emplea un
material de canal apropiado, en caso contrario la baja densidad de estados del
material de canal puede ser el factor limitante en el escalado del rendimiento.

1.3. Técnicas de simulación

En la actualidad existe una jerarqúıa bien establecida de técnicas que pue-
den ser utilizadas en la simulación de dispositivos semiconductores modernos
[Rav98]. En la figura 1.5 presentamos una escalera de jerarqúıa que los clasi-
fica en base a dos parámetros, la complejidad computacional y el tiempo de
simulación.

En la parte inferior de la escalera de jerarqúıa están los modelos compactos
que contienen muy poca información sobre la f́ısica presente en el sistema y en
general imitan el comportamiento del dispositivo utilizando aproximaciones
anaĺıticas y parámetros emṕıricos. Estos modelos requieren poco tiempo de
cálculo pero su validez es limitada puesto que ignoran la naturaleza distribuida
de los parámetros y la compleja geometŕıa del dispositivo.

El siguiente nivel de técnicas de simulación es la aproximación de arrastre-
difusión (DD, drift-diffusion) a la ecuación de transporte de Boltzmann (BTE)
[Sel84]. La aproximación DD considera sólo los primeros dos momentos de la
BTE, la ecuación de continuidad de corriente y la ecuación de conservación
del momento. Estas ecuaciones están acopladas a la ecuación de Poisson por
el potencial electrostático. La aproximación DD incluye una relación local
entre la velocidad y el campo eléctrico y no puede representar apropiadamente
efectos de transporte fuera del equilibrio.

El siguiente nivel por encima del modelo DD es la aproximación hidro-
dinámica a la ecuación de transporte de Boltzmann. En este caso se incluye
el tercer momento de la BTE, la ecuación de conservación de la enerǵıa, lo
que a su vez hace más compleja la ecuación de conservación del momento.
Esto permite el tratamiento de efectos fuera del equilibrio ya que incluye una
relación no local entre el campo eléctrico y la velocidad.

El siguiente nivel consiste en utilizar una técnica Monte Carlo para la
resolución de la BTE. En esta técnica un conjunto de part́ıculas evoluciona a
través de un espacio de aceleración real y de eventos de dispersión escogidos
aleatoriamente. Estos métodos requieren un elevado tiempo de computación,
por lo que son utilizados principalmente para dispositivos de dimensiones muy
pequeñas en los que los modelos de arrastre-difusión no son válidos.
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Figura 1.5: Escalera de jerarqúıa para diferentes métodos de simulación
en función de su complejidad computacional y su tiempo de
computación.

El nivel más elevado en la jerarqúıa está ocupado por las aproximacio-
nes de transporte cuántico que utilizan las ecuaciones acopladas de Poisson y
de Schrödinger independiente del tiempo, la matriz de densidad o la función
de distribución Wigner. Todas estas técnicas son extremadamente costosas
computacionalmente. Otra técnica que está ganando popularidad es el uso
del formalismo de las funciones de Green fuera del equilibrio (NEGF Non-
Equilibrium Green Functions), que permite la inclusión de la dispersión en la
formulación del transporte cuántico. A continuación describimos brevemente
las diferentes técnicas de simulación numéricas, destacando sus puntos fuertes
y sus limitaciones para el estudio de fluctuaciones de parámetros intŕınsecos,
ya que este es uno de los principales objetivos de esta tesis.

1.3.1. Arrastre-difusión

El modelo de arrastre-difusión es el más simple empleado en simulaciones
numéricas multidimensionales [GLKA05, ZWK+00]. Utiliza los dos momen-
tos más bajos de la ecuación de transporte de Boltzmann. Las densidades de
corriente de electrones Jn y huecos Jp se obtienen por medio de la suma de
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dos componentes, una de arrastre gobernada por el campo eléctrico y otra de
difusión dirigida por el gradiente de la densidad de portadores. Esta aproxima-
ción no tiene en cuenta la temperatura de los portadores y de forma estricta
es solamente válida para campos en los que la velocidad de los portadores
esté directamente relacionada con el campo eléctrico. Sin embargo, la validez
de la aproximación de arrastre-difusión puede extenderse emṕıricamente in-
troduciendo modelos de movilidad dependientes del campo eléctrico, lo que
permite el uso de campos eléctricos más elevados en el proceso de simulación.
Aunque incluso con esta extensión el sistema arrastre-difusión sólo funciona
en el cuasi-equilibrio, donde el campo eléctrico vaŕıa lentamente y la velocidad
está relacionada localmente con el campo. La principal ventaja de la aproxi-
mación de arrastre-difusión es su menor coste computacional en comparación
con las otras técnicas de simulación, lo que la hace adecuada para realizar
simulaciones estad́ısticas tridimensionales a gran escala, necesarias para la ca-
racterización del impacto de diversas fuentes de fluctuaciones de parámetros
intŕınsecos. Además, para las ecuaciones de arrastre-difusión hay una gran
variedad de técnicas numéricas plenamente desarrolladas.

1.3.2. Modelo hidrodinámico

Con el escalado de los dispositivos a dimensiones muy reducidas se pro-
duce una disparidad entre el rápido descenso de las dimensiones f́ısicas y la
mucho más lenta reducción de la tensión aplicada. Esto provoca un aumento
en los campos en el interior de los dispositivos. Para tener en cuenta estos
campos elevados el modelo de arrastre-difusión introduce modelos de movi-
lidad dependientes del campo que relacionan de un modo local la velocidad
de los portadores con la componente del campo en la dirección del flujo de
corriente. Esta aproximación ignora fenómenos de transporte no locales en los
que la velocidad de portadores en un punto está determinada por la distri-
bución del campo a lo largo del camino de corriente. Una aproximación que
supera estas limitaciones es el modelo hidrodinámico [ALD96, Gar94] al con-
siderar el tercer momento de la ecuación de transporte de Boltzmann. En este
caso la corriente tiene un término adicional proporcional al gradiente de la
temperatura de los electrones y además se añade al sistema una ecuación de
balance energético. Un problema que supone añadir momentos más elevados
de la BTE es la estabilidad numérica de la solución, lo que lleva a un gran
aumento de la complejidad computacional.



20 CAPÍTULO 1. DISPOSITIVOS MOSFET

1.3.3. Monte Carlo

Un método alternativo de simular el transporte de portadores que no im-
plica la discretización de la BTE o de sus momentos es la aproximación Monte
Carlo (MC) [JL89, JR83a]. El método MC es una técnica estocástica que utili-
za números aleatorios para obtener una aproximación estad́ıstica a la solución
exacta de la BTE. Este método traza las trayectorias clásicas de los portado-
res en un dispositivo simulado por medio de la dispersión de cada part́ıcula
después de un peŕıodo de vuelo libre determinado estocásticamente a través
de las tasas de dispersión acumulativas. Estas tasas de dispersión se calculan
cuánticamente e incluyen, entre otras, interacciones electrón-fonón, electrón-
impureza y electrón-electrón. Una simulación Monte Carlo es por lo tanto una
serie de vuelos libres intercalados con eventos de dispersión que cambian el
momento y posiblemente la enerǵıa de la part́ıculas. El movimiento de las
part́ıculas está acoplado a la solución de la ecuación de Poisson para permi-
tir el cálculo actualizado de la fuerza que las dirige. La aproximación Monte
Carlo es ampliamente usada en la simulación de dispositivos semiconductores
[BAY+03, FSVF02], aunque el gran número de part́ıculas que deben ser si-
muladas, la enorme cantidad de números aleatorios y el acoplamiento con la
ecuación de Poisson hacen que este método sea muy costoso computacional-
mente.

1.3.4. Transporte cuántico

En la cima de la jerarqúıa de los métodos de simulación están las técnicas
de transporte cuántico. La modelización del transporte dentro de un sólido
usando para ello una aproximación cuántica completa es muy costosa compu-
tacionalmente y poco práctica para simulaciones realistas de dispositivos. Una
técnica que está ganando popularidad en el campo del transporte cuántico
es la aproximación de las funciones de Green fuera del equilibrio (NEGF)
[Dat00, MSA+05]. Utiliza un método matemático conocido como Funciones de
Green para obtener la solución de un Hamiltoniano independiente del tiempo.
La función de Green, a una enerǵıa dada, tiene dos entradas que pueden ser re-
lacionadas con dos posiciones del espacio real permitiendo simular áreas de un
transistor. Esta función considera la influencia de una perturbación que tiene
lugar en una entrada sobre la otra entrada, y tiene, en teoŕıa, la habilidad de
modelar las propiedades f́ısicas del sistema, tales como la densidad electróni-
ca, la densidad de corriente y la densidad de estados. Una de las principales
limitaciones del uso de NEGF es su elevad́ısimo coste computacional.
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Como acabamos de comentar, las simulaciones completamente mecano-
cuánticas son prohibitivas en términos de tiempo computacional, pero es po-
sible incluir efectos cuánticos en simulaciones clásicas mediante correcciones
cuánticas [AI89] con un coste computacional mucho menor. Estas correcciones
permiten considerar efectos de confinamiento cuántico y ciertos aspectos del
efecto túnel. Las correcciones cuánticas desempeñan un papel muy importante
conforme los dispositivos son escalados más agresivamente a dimensiones na-
nométricas. Los dos métodos más conocidos para incluir correcciones cuánticas
en simulaciones clásicas de dispositivos son las aproximaciones density gradient
[AW01] y potencial efectivo [FAV00].

La aproximación density gradient introduce un potencial cuántico que pro-
porciona un término adicional de arrastre a la expresión de la densidad de
corriente. Este potencial cuántico es proporcional a la segunda derivada de la
densidad de portadores y aleja a los electrones de variaciones pronunciadas en
el potencial clásico.

La técnica del potencial efectivo representa a los portadores por medio de
un paquete de ondas gaussiano de dispersión mı́nima. El potencial efectivo
está relacionado con el potencial a través de una integral de convolución. El
suavizado del potencial asociado con la operación de convolución representa
los efectos mecánico-cuánticos que alejan a la concentración de electrones de
la interfaz y reducen picos bruscos en el potencial.





Caṕıtulo 2

Generación de mallas

tetraédricas

Uno de los aspectos más importantes en la resolución de problemas usando
métodos numéricos es la etapa de subdivisión del dominio del problema. Este
proceso de discretización se realiza mediante la descomposición en elementos
de tal forma que la solución se calcula únicamente en sus nodos. A estas
descomposiciones del dominio de simulación se las conoce como “mallas”.

En la primera sección del caṕıtulo presentaremos una clasificación senci-
lla de los distintos tipos de mallas. A continuación describiremos brevemente
algunos de los principales métodos de generación de mallas tetraédricas utili-
zados actualmente. Estos métodos son, por ejemplo, los que tratan de obtener
triangulaciones de Delaunay, el método advancing front y métodos basados
en la descomposición recursiva del espacio, especialmente mediante el uso de
árboles octales. En la siguiente parte del caṕıtulo describiremos con algo más
de detalle el uso del octree para generación de mallas tetraédricas aśı como
la implementación que realizamos y algunos resultados obtenidos. En la si-
guiente sección del caṕıtulo describiremos una aproximación a la generación
de mallas atomı́sticas, que se caracterizan por tener los nodos en las posiciones
de los átomos del material del dispositivo que queremos simular. Finalmente,
para terminar el caṕıtulo describiremos el uso de refinamiento adaptativo ba-
sado en bisección para aumentar la resolución de las mallas y mejorar aśı la
convergencia de las simulaciones numéricas.

23
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Figura 2.1: Ejemplo de malla estructurada.

2.1. Clasificación de mallas

Los diferentes métodos de generación de mallas permiten obtener discre-
tizaciones con diversas propiedades [TMI+04, FG00] que a su vez permiten
clasificarlas desde distintos puntos de vista. En este trabajo vamos a consi-
derar dos criterios para la clasificación: estructuración de la malla y tipos de
elementos que componen la malla.

Dependiendo de las caracteŕısticas de la conectividad entre elementos po-
demos clasificar las mallas en dos grupos: estructuradas y no estructuradas.
En las primeras los nodos tienen una conectividad regular. Esto supone que
todos los nodos internos tienen el mismo número de vecinos. En la figura 2.1
se puede ver un ejemplo de malla estructurada en dos dimensiones en el que
cada nodo tiene seis vecinos (salvo los que están sobre la frontera). En el caso
de las mallas no estructuradas las conectividades son irregulares, pudiendo
tener cada nodo diferente número de vecinos. Un ejemplo en dos dimensiones
se puede ver en la figura 2.2. Las mallas no estructuradas presentan la ven-
taja de permitir una mayor densidad de nodos en una zona determinada del
dominio del problema, pudiendo aśı obtener una solución más precisa usando
un menor número de nodos. Aunque todas las mallas pueden ser englobadas
en alguno de estos dos grupos, es común introducir un tercer tipo de malla,
las mallas semiestructuradas. Estas mallas, pese a ser no estructuradas, tienen
irregularidades bien definidas. Aunque un poco difuso, el término quedará más
claro al describir métodos de generación de mallas basados en patrones.

Otra forma de clasificar las mallas es atendiendo al tipo de elementos utili-
zados. En el caso bidimensional tenemos fundamentalmente triángulos (figura
2.1) y cuadriláteros (figura 2.3). En tres dimensiones hay más elementos posi-
bles: tetraedros, hexaedros, prismas, pirámides, etc. Además, también se usan
a veces mallas mixtas, que mezclan varios tipos de elementos en la misma
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Figura 2.2: Ejemplo de malla no estructurada.

Figura 2.3: Ejemplo de malla de cuadriláteros.

malla. Mostramos un ejemplo en dos dimensiones en la figura 2.4.

2.2. Métodos de generación de mallas

En esta sección describiremos brevemente las principales aproximaciones
para obtener una malla: generación de mallas de Delaunay, uso del método
advancing front y uso de métodos basados en la descomposición recursiva del
espacio, concretamente los basados en un quadtree (en dos dimensiones) o un

Figura 2.4: Ejemplo de malla con cuadriláteros y triángulos.
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octree (en tres dimensiones).
Aunque realicemos una descripción independiente para cada uno, no se

trata de métodos necesariamente independientes, sino que en algunas ocasio-
nes se usan métodos h́ıbridos. Comentaremos brevemente las caracteŕısticas
básicas de estos métodos en las secciones que siguen.

2.2.1. Triangulaciones de Delaunay

El origen de este método se encuentra en el trabajo de Boris Delaunay
[Del34]. Se basó en trabajos de Dirichlet [Dir50] y Voronöı [Vor08], quienes
hab́ıan trabajado en la construcción de diagramas de proximidad para con-
juntos de puntos en dos y tres dimensiones. El diagrama de Voronöı en dos
dimensiones divide el espacio de la siguiente manera:

Consideremos los puntos p1, p2,. . . , pn en el plano. El poĺıgono de Vo-
ronöı Vi es la región del plano cuyos puntos están más cerca de pi que de
cualquier otro punto.

Un vértice de un poĺıgono de Voronöı es compartido por tres poĺıgonos
adyacentes. Uniendo los tres puntos asociados a estos tres poĺıgonos forma-
mos un triángulo. El conjunto de estos triángulos se llama triangulación de
Delaunay. Mostramos un ejemplo de este diagrama en la figura 2.5.

Tres de las caracteŕısticas más interesantes de las triangulaciones de De-
launay son las siguientes:

1. En general, es única. Sin embargo, algunas disposiciones de nodos pueden
dar lugar a degeneración.

2. Satisface el criterio del ćırculo vaćıo. Esto es, la circunferencia circuns-
crita de cada triángulo no contiene ningún vértice de la triangulación
aparte de los del propio triángulo (ver figuras 2.6(a) y 2.6(b)).

3. De todas las triangulaciones de un conjunto de puntos, la de Delaunay
maximiza el ángulo mı́nimo. Esta propiedad se pierde al pasar a 3D.

Como ya comentamos, la triangulación de Delaunay está asociada a un
conjunto de puntos. Podemos adoptar dos estrategias para crear estos puntos:
generarlos todos antes de empezar el proceso (métodos no incrementales) o
generarlos junto con la generación de los elementos (métodos incrementales).
En este segundo caso se aprovecha que para insertar puntos en una triangula-
ción de forma que siga siendo de Delaunay sólo hace falta realizar operaciones
locales. Los puntos generados determinarán la densidad final de la malla.
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Figura 2.5: Diagrama de Voronöı y triangulación de Delaunay asociada.

(a) (b)

Figura 2.6: Triángulos que (a) verifican la condición del ćırculo vaćıo y que
(b) no la verifican.
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Figura 2.7: Ejemplo del algoritmo de giro de aristas.

Figura 2.8: Ejemplo del método del poĺıgono de inserción.

Si queremos añadir algún nodo, en los algoritmos no incrementales hay que
rehacer la triangulación para que siga verificando el criterio de ćırculo vaćıo.
Para superficies existen dos métodos principales para hacer esto: el algoritmo
de giro de aristas [Law77] y el del poĺıgono de inserción [GS78]. Mostramos un
ejemplo de estos métodos en las figuras 2.7 y 2.8. En tres dimensiones existen
generalizaciones de ambos métodos, aunque en este caso el del poliedro de
inserción, generalización del método del poĺıgono de inserción, es más fácil de
implementar [Bow81, Wat81].

Para la aplicación del método de elementos finitos es importante que la
triangulación esté ajustada a la frontera del dominio del problema. Si única-
mente creamos la triangulación de Delaunay de un conjunto de puntos, no
podremos asegurar que esto se verifique. Para ello se pueden seguir dos es-
trategias: ajustar a la frontera permitiendo que algunos elementos dejen de
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Figura 2.9: Tetraedro sliver.

satisfacer la condición de Delaunay o modificar la triangulación de forma que
se mantengan sus propiedades. En el primer caso, en 2D, basta únicamente
con intercambio de aristas para adaptarse a la frontera [Wat90]. Para conse-
guir la adaptación evitando que la triangulación deje de ser de Delaunay hace
falta, en general, incluir nuevos puntos en la frontera. Aparte de modificar la
triangulación una vez generada para ajustarse a la frontera también es posi-
ble incluir esto como condición en su creación. En este caso hablaŕıamos de
Triangulaciones de Delaunay Ligadas (Constrained Delaunay Triangulations,
CDT ), aunque todav́ıa están limitadas al caso bidimensional [LL86].

En tres dimensiones, la recuperación de la frontera no es tan sencilla como
en el caso bidimensional, siendo en general necesaria la inserción de puntos adi-
cionales a los de la malla original para lograr una adaptación que, en general,
no va a seguir verificando el criterio de Delaunay [GHS91, WH94].

Una malla de triángulos (o tetraedros en 3D) que verifique la condición
de Delaunay no tiene que estar compuesta por elementos de buena calidad.
Un ejemplo son los tetraedros llamados slivers, caracterizados por un volumen
arbitrariamente pequeño pero con las seis aristas de longitud semejante. Una
forma de generarlos es la siguiente (ver figura 2.9): se sitúan cuatro vértices
sobre el ecuador de una esfera y se desplazan ligeramente.

En muchos casos hace falta una etapa posterior a la generación de la malla
que elimine este tipo de elementos [HVKR03]. Las operaciones a realizar sobre
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Figura 2.10: Intercambio de aristas en 2D.

Figura 2.11: Eliminación de tripletes.

la malla pueden dividirse en dos grupos: operaciones geométricas y operaciones
topológicas. Las primeras no cambian la topoloǵıa de la malla, mientras que
las segundas śı lo hacen, por ejemplo cambiando conectividades de elementos.
Entre estas operaciones se encuentran operaciones como el cambio de aristas,
caras, o, en dos dimensiones, la eliminación de tripletes. En las figuras 2.10 y
2.11 mostramos ejemplos de estas operaciones en el caso bidimensional.

Es posible generalizar estas mallas generadas con el método de Delaunay
a casos en los que interesa reflejar anisotroṕıa. Para ello hay que introducir
nuevas condiciones. Los nodos que se van añadiendo deben ser colocados a
distancias que reflejen la anisotroṕıa deseada. Además, el criterio de la esfera
vaćıa, equivalente tridimensional al criterio del ćırculo vaćıo, debe ser revisado.
En este caso, como centro de la “esfera” usaŕıamos el punto equidistante de
los cuatro vértices en la métrica dada. El criterio de Delaunay se satisface si
ningún vértice, aparte de los del propio tetraedro, está a una distancia del
centro menor o igual que la dada por el radio determinado por la métrica que
define la anisotroṕıa.
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frente inicial

frente final

Figura 2.12: Ejemplo de inicio del proceso de triangulación usando el méto-
do advancing front.

2.2.2. Método advancing front

El primer algoritmo basado en este método fue presentado en 1985 por
Lo [Lo85], aunque la mayoŕıa de la investigación posterior se centró en un
nuevo algoritmo desarrollado por Peraire et al. [PVMZ87]. Este último algo-
ritmo fue modificado y adaptado para mallas de cuadriláteros, mallados en
tres dimensiones, mallas de superficies no planas, mallas anisótropas, etc.

En dos dimensiones este método consiste en lo siguiente. Se crea un frente
inicial con segmentos que definen la frontera. Se van añadiendo nodos que
se conectan con estos segmentos de forma que se crean triángulos. Después
de cada inserción de un nodo y de la subsecuente creación de un triángulo,
se cambia el frente (se eliminan segmentos utilizados y se añaden segmentos
nuevos) y se repite el proceso hasta que no queden segmentos en el frente.
Mostramos en la figura 2.12 un ejemplo de inicio del proceso de triangulación.
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(a) (b)

Figura 2.13: Triángulos generados (a) sin considerar la proximidad de otro
segmento del frente y (b) considerando este factor.

En tres dimensiones el proceso es equivalente [LP88]. Se crea un frente
inicial con una triangulación de la frontera. Se van añadiendo nodos en po-
siciones adecuadas con los que se forman tetraedros y se actualiza el frente.
Este proceso se repite hasta terminar el frente.

A continuación comentamos algunos de los puntos más importantes en la
implementación de un algoritmo que genere mallas usando el método advan-
cing front. Dada una cara (segmento en 2D) hay que determinar la localización
ideal del cuarto nodo (tercero en 2D), que puede ser nuevo o un nodo que ya
esté en el frente. Para esto se definen factores de forma. Un ejemplo de esta
medida para el caso bidimensional seŕıa el siguiente:

Fi = 1 −
∑3

j=1 eje((j+1)mod3)

3
(2.1)

donde ej es el vector unidad de la arista j del elemento i. Esta expresión tiene
un mı́nimo en cero cuando los tres nodos están alineados, mientras que en el
caso de un triángulo equilátero Fi = 0,5. Aparte de esto hay que considerar
otros factores a la hora de seleccionar el nodo. Uno de ellos es la proximidad a
un elemento del frente. En las figuras 2.13(a) y 2.13(b) vemos un ejemplo para
el caso bidimensional. Se puede ver que si no tenemos en cuenta este factor
la calidad del elemento formado puede ser muy baja. Si no estamos en estas
situaciones, el tetraedro con un mayor factor de forma es el generado. Otro caso
que hay que tener en cuenta en 3D es la intersección de superficies. Al añadir
un nodo hay que tener en cuenta que el tetraedro generado no debe intersectar
el frente. Además, para determinar la situación de los nodos añadidos hay que
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tener en cuenta el nivel de refinado necesario en cada zona del dominio. Para
tener este factor en cuenta se pueden usar, por ejemplo, puntos de control con
información del tamaño de tetraedro requerido.

Un problema de este método es que no siempre garantiza la convergencia
para dominios tridimensionales complejos. Su estabilidad y eficiencia pueden
mejorarse, por ejemplo, si se usa el método acoplado con triangulaciones de
Delaunay.

2.2.3. Métodos basados en la descomposición recursiva del es-

pacio

Los principales métodos de esta familia están basados en la utilización de
un quadtree en el caso bidimensional o de un octree en el caso tridimensional.

Quadtree

El quadtree, originalmente usado para aproximar geometŕıas de objetos
[Knu75], fue utilizado por primera vez para la generación de mallas de ele-
mentos finitos en los años 80 [YS83, She88].

Un quadtree es una estructura de datos que representar una subdivisión
recursiva del espacio en dos dimensiones. Esta estructura en forma de árbol
permite realizar de forma eficiente ciertas operaciones sobre la malla (como
por ejemplo la búsqueda).

Al inicio de este método el dominio que queremos discretizar se encierra en
un rectángulo. Este rectángulo, el cuadrante ráız, se subdivide recursivamente
guiado por la geometŕıa de la región de interés y algún criterio sobre el refina-
miento deseado en las diferentes zonas del dominio que queremos mallar. Para
adaptarse a la frontera del dominio algunos cuadrantes terminales (cuadran-
tes que no tienen hijos) deben ser deformados. Esto suele requerir bastantes
cálculos de intersecciones, por lo que se introdujeron variantes del método pa-
ra tratar con las fronteras. En la figura 2.14 mostramos la estructura de árbol
del quadtree y la descomposición equivalente del plano.

Una vez obtenido el quadtree la generación de los triángulos es directa
para los cuadrantes interiores (en la figura 2.15 se pueden ver ejemplo de
triangulación de cuadrantes terminales) y algo más compleja para los que
forman la frontera del dominio. Para mantener esta simplicidad se puede poner
una restricción sobre la diferencia de profundidad en el árbol de dos cuadrantes
vecinos.
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Figura 2.14: Descomposición de un cuadrado y estructura en árbol equi-
valente.

Figura 2.15: Tres formas posibles de triangular cuadrantes terminales.
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Figura 2.16: Descomposición de un cubo y árbol equivalente.

Octree

El octree o árbol octal [YS84, SG91], equivalente tridimensional del quad-
tree, es una estructura de datos que representa la descomposición recursiva de
un espacio en tres dimensiones (ver figura 2.16).

Los algoritmos que usan un octree para la generación de mallas tienen una
base equivalente a los del caso bidimensional. Inicialmente la región de interés
se encierra por un paraleleṕıpedo rectangular. Este paraleleṕıpedo, el octante
ráız, se subdivide recursivamente guiado por la frontera a la que queremos que
se adapte y por algún criterio de refinado que especifiquemos sobre el volumen
de interés. Para hacer que las transiciones entre los tamaños de los elementos
sean suaves y para facilitar la generación de los tetraedros se suele limitar el
cambio de nivel de profundidad en el árbol entre dos vecinos a uno. Además,
en el caso tridimensional el ajuste a las fronteras es bastante más complejo
que en el caso bidimensional, por lo que han surgido diferentes métodos para
tratar con fronteras complejas. Algunos de estos métodos pierden en algunas
zonas la estructura de octree para poder usar otros métodos en el ajuste a la
frontera.

Una vez generado el octree hay varios métodos de construir la malla te-
traédrica. El más sencillo está basado en el uso de patrones para generar
tetraedros embebidos en los octantes terminales. Podemos ver un ejemplo de
este tipo de generación para un octante terminal en la figura 2.17. Este es
el método más rápido, pero es también el que tiene más problemas cuando
tratamos el problema de ajuste a fronteras, por lo que no se suele usar este
método “puro” cuando se trabaja con fronteras complejas. Puede usarse una
aproximación de advancing front usando los puntos del octree como gúıa para
determinar la situación óptima de los nodos a insertar. Otra posibilidad es
hacer la triangulación de Delaunay de los nodos de los octantes terminales o
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Figura 2.17: Descomposición de un cubo en cinco tetraedros.

Figura 2.18: Descomposición de un octante en cuatro hijos.

mezclar algunos de estos métodos. Además, también es posible generalizar la
construcción del octree permitiendo algunas divisiones en un número de hijos
distinto de ocho. En la figura 2.18 mostramos un ejemplo de división de un
octante en cuatro hijos en lugar de los ocho del caso estándar.

2.3. Generación de mallas usando un octree

En esta sección realizamos una descripción de las distintas partes que
componen el programa de generación de mallas utilizado. En primer lugar
describimos la fase de preprocesado. Posteriormente tratamos la generación
del octree y el algoritmo utilizado para el ajuste a regiones compuestas por
paraleleṕıpedos. Por último presentamos una descripción de los diferentes al-
goritmos implementados para generar la malla tetraédrica de la región a partir
del octree.
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Figura 2.19: Regiones usadas para definir (a) un HEMT y (b) un MOSFET
con puerta de polisilicio.

2.3.1. Construcción del octree

La primera etapa de la generación del octree se corresponde con el método
genérico descrito en la sección anterior. El primer paso es la creación de un
octante ráız Or, es decir, un paraleleṕıpedo rectangular que engloba a toda
la estructura. En una segunda parte se subdivide este octante siguiendo unos
criterios especificados. Si después de esto hay octantes vecinos con dos o más
niveles de refinamiento es habitual forzar refinamientos donde sea necesario
para que haya como máximo un solo nivel de diferencia entre cualquier par de
vecinos. Esta restricción suele introducirse para evitar tetraedros de calidades
bajas. Finalmente, para adaptarse a las fronteras, los octantes que intersectan
con la frontera se tratan de forma especial y en general bastante compleja
[Yan94, MV00].

Hemos modificado este algoritmo clásico aprovechándonos del hecho de que
gran parte de las regiones de interés están formadas por unión de paraleleṕıpe-
dos rectangulares, regiones conocidas como tipo Manhattan. Dos ejemplos se
muestran en las figuras 2.19(a) y 2.19(b).

Para la descripción de la generación del octree final vamos a introducir
alguna notación. Llamaremos O al conjunto de todos los octantes del octree,
tanto los internos O∗ como los externos Oe a la región Ω que deseamos des-
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componer en tetraedros y llamaremos oj a los diferentes octantes del octree:

O = O∗ ∪Oe,

con
O∗ = {oj ∈ O / oj ∩ Ω 6= ∅},

y
Oe = O −O∗.

Además, dividimos el conjunto O∗ en dos subconjuntos Od y Ot tales que

O∗ = Od ∪Ot,

con
Ot = {oj ∈ O∗ /D(oj) = ∅},

donde D(oj) es la descendencia del octante oj . Finalmente, llamaremos P al
conjunto de todos los planos que forman la estructura.

Podemos dividir la generación del octree en tres pasos. En el primero gene-
ramos un octree intermedio uniformemente refinado Oi con una profundidad
especificada nD que dependerá del tamaño de las diferentes capas del disposi-
tivo. En este punto llevamos a cabo la adaptación a los planos de la estructura,
tanto a los internos como a los externos. Por último, refinamos el árbol oc-
tal hasta el nivel requerido en cada región del dispositivo, especificada como
punto, ĺınea, plano o volumen. En resumen, los pasos son los siguientes:

1. Or −→ Oi de tal forma que N (oj) = nD ∀oj ∈ Oi,t, donde N (oj) es el
nivel en el árbol del octante oj.

2. Deformar oj ∈ Oi,t / oj ∩ P6= ∅ y transmitir estas deformaciones a sus
ascendentes para evitar problemas posteriores en el paso 3.

3. Construir el octree final O∗ a partir de O∗
i usando las regiones de control

de refinamiento.

En la figura 2.20 se puede ver el flujo de la generación del octree.
En el paso 2 hay que notar que la deformación puede ser hecha en dos

sentidos dependiendo de la cara del octante más próxima al plano. En el caso
de que sea la cara interior la más próxima hay que eliminar el octante, ya que
pasará a estar fuera de la estructura tras la deformación. En el otro caso no
hace falta ninguna operación aparte de la deformación.
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Figura 2.20: Diagrama de flujo correspondiente a la generación del octree.

El paso 1 se lleva a cabo de la forma estándar descrita anteriormente. El
paso 2 empieza con la detección de octantes terminales que intersectan con
alguna de las fronteras. Cada uno de estos octantes se deforma para ajustarse
a los planos de la región y en este caso se recorre su ascendencia modificándola
cuando sea necesario. Después de este paso tenemos un octree con nodos del
mismo nivel pertenecientes a paraleleṕıpedos rectangulares de diferente forma
y volumen. La figura 2.21 muestra los octantes terminales después del paso
2 en un ejemplo bidimensional sencillo. Si no transmitiéramos la deformación
de los octantes en este nivel intermedio Oi,t a su ascendencia, los puntos de
control podŕıan ser asignados de forma incorrecta. El origen de este problema
se encuentra en la forma en la que los puntos de control se distribuyen desde
el octante ráız hasta los octantes terminales de Oi,t. Un punto de control
en un octante de nivel nj < nD se transmite a uno de sus descendientes de
acuerdo a las coordenadas de los hijos. En los niveles nD−2 y anteriores, si los
octantes no se deforman, se podŕıa transferir un punto de control a un octante
que lo contiene pero con descendencia que no lo contiene, generando aśı una
malla diferente a la deseada. La figura 2.22 presenta este problema de forma
esquemática con un ejemplo en dos dimensiones.

Una vez que el octree está terminado existen varios métodos para la ge-
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(a) (b)

Figura 2.21: Ejemplo 2D de (a) una región y (b) los octantes terminales
después del ajuste a las fronteras usando nD = 3.

Figura 2.22: Ejemplo de asignación errónea en caso no transmitir la defor-
mación a los padres.
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neración de la malla tetraédrica final. El que hemos utilizado, el más sencillo
y rápido, es el basado en patrones, aunque la generación de una malla que
satisfaga el criterio de Delaunay con los nodos del octree también es posible.
Sin embargo, este método podŕıa requerir el uso de etapas de post-procesado
para asegurar el ajuste a fronteras con la subsiguiente pérdida de la propiedad
de Delaunay.

2.3.2. Descomposición en tetraedros de los octantes terminales

Una vez generado el octree ya podemos pasar a generar la malla de te-
traedros a partir de la información que contiene. Para hacer esto hay muchas
posibilidades. Hemos implementado cinco algoritmos básicos para generar las
mallas tetraédricas. El primero de ellos crea, en el caso de vecinos en mismo
nivel de profundidad del octree, seis tetraedros por octante terminal (algo-
ritmo A). Otro genera en esta situación veinticuatro tetraedros por octante
(algoritmo E ). Los tres algoritmos restantes generan una cantidad interme-
dia de elementos en el caso de octantes sin vecinos de nivel diferente. Estos
algoritmos producen doce, dieciséis y veinte tetraedros (algoritmos B, C y D
respectivamente). Existen otros patrones similares (con cinco, catorce, dieci-
ocho o veintidós tetraedros), pero no permiten definir los tetraedros de manera
independiente en cada octante, lo que resulta útil en ciertos casos, como puede
ser en una versión paralela del programa. Antes de comentar estos algoritmos
describiremos la generación de nodos, base de la generación de tetraedros y
esencialmente igual en los cinco casos.

Los algoritmos consisten en dos partes. En la primera se generan los nodos
de la malla, mientras que en la segunda se definen las conectividades, lo que
termina de generar los tetraedros. En la primera parte es necesario el conoci-
miento del nivel en el octree de cada octante y sus vecinos, pero el segundo
paso es completamente independiente para cada octante, consecuencia del tipo
de algoritmos de generación de tetraedros elegidos.

A continuación describimos brevemente los cinco algoritmos implementa-
dos y sus caracteŕısticas básicas. Las propiedades de las mallas obtenidas con
cada método se mostrarán más adelante con algunos ejemplos. Las figuras
2.23(a)-2.23(e) muestran las conectividades de un octante terminal para ca-
da algoritmo en el caso de que no tenga vecinos con mayor profundidad en
el árbol. La figura 2.24 representa un ejemplo de la descomposición usando el
algoritmo A en el caso de que tenga un vecino con mayor nivel de refinamiento.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 2.23: Conectividades entre nodos en un octante terminal para (a)
el algoritmo A, (b) el algoritmo B, (c) el algoritmo C, (d) el
algoritmo D y (e) el algoritmo E.

Figura 2.24: Tetraedros generados usando el algoritmo A en el caso de
tener un vecino más refinado.
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Algoritmo A

Este algoritmo genera el menor número de nodos, ocho por octante, y
tetraedros, seis por octante, si no hay vecinos con nivel de refinamiento mayor.
En el caso de que haya octantes vecinos de diferente nivel introducimos un nodo
central en el octante menos refinado para evitar un número excesivo de casos
a codificar, ya que no produciŕıa beneficios importantes y el proceso seŕıa muy
propenso a errores.

Algoritmo B

Este algoritmo genera triangulaciones superficiales equivalentes al anterior,
pero se introduce un nodo central en cada octante, lo que aumenta el número de
nodos de las mallas. En el mejor caso se generan nueve nodos y doce tetraedros
por octante terminal.

Algoritmo C

En este caso se introduce un cierto nivel de anisotroṕıa en el mallado de un
octante al cambiar la triangulación superficial en dos caras opuestas de cada
octante. A partir de esta triangulación se generan tetraedros en la misma
forma que en el caso anterior. El número de nodos y tetraedros resultantes en
el mejor de los casos son once y dieciséis respectivamente.

Algoritmo D

Este algoritmo es la extensión lógica del anterior, cambiando la triangu-
lación superficial de otras dos caras opuestas, lo que resulta en trece nodos y
veinte tetraedros por octante terminal si no hay vecinos de diferente nivel en
el árbol.

Algoritmo E

En este caso cambiamos completamente la triangulación superficial inicial
(algoritmos A y B) de los octantes. Dividimos cada cara de los octantes ter-
minales en cuatro triángulos, lo que supone la creación de quince nodos y
veinticuatro tetraedros en el mejor de los casos.

La tabla 2.1 presenta el número de nodos y elementos correspondientes a
cada algoritmo al generar una malla de una región utilizada para definir un
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transistor HEMT (High Electron Mobility Transistor), mostrada en la figura
2.19(a). El octree resultante tiene 19536 octantes terminales. Los datos mostra-
dos en la tabla dan una idea de la diferencia entre los algoritmos en términos
del tamaño de la malla para una misma región y longitud caracteŕıstica de las
aristas de los elementos semejante.

Algoritmo Nodos Elementos

A 26726 144608
B 44630 252032
C 66758 327696
D 87924 405840
E 108532 497024

Tabla 2.1: Nodos y elementos generados por los diferentes algoritmos de
descomposición en tetraedros para un mismo octree.

2.3.3. Ejemplos: tiempos de generación de las mallas

Generación del octree

Esta es la parte más costosa del algoritmo. Para analizarla vamos a consi-
derar tres factores: generación del octree uniforme inicial (incluye adaptación
a fronteras), balanceado e influencia del número de planos que componen la
región. La figura 2.25 muestra la dependencia con el número de octantes ter-
minales del tiempo de generación de un octree para un número fijo de planos
de la estructura y sin considerar el tiempo de balanceo. La figura 2.26 presen-
ta la variación de los tiempos de adaptación a las fronteras y balanceo con el
número de octantes terminales. La importancia del primero es muy notable,
suponiendo cerca del 40 % de la generación del octree. Por otro lado, el balanceo
supone sólo una pequeña fracción del tiempo total, en torno al 3%. Además,
podemos ver como existe una dependencia próxima a la lineal en las tres fases
de generación para los tamaños de problema que estamos considerando.

Finalmente, analizamos la influencia del número de planos que definen
la región. Para esto generamos octrees de tamaño fijo utilizando estructuras
similares con un número diferente de fronteras internas. La figura 2.27 muestra
los resultados obtenidos y demuestra que la influencia es muy pequeña para
cambios moderados en el número de planos, ya que un incremento de este
cercano al 30 % supone un incremento en el tiempo de ajuste cercano al 2 %.
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Figura 2.25: Dependencia del tiempo de generación del octree con su ta-
maño.
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Figura 2.26: Dependencia con el tamaño del octree de los tiempos de (a)
adaptación a las fronteras y (b) balanceo.

Generación de los tetraedros

Ahora analizamos los tiempos correspondientes a la generación de los nodos
y los tetraedros con los diferentes algoritmos presentados. Para hacer esta
comparación utilizaremos cinco octrees con cada malla. Sus tamaños son de
11360, 18528, 37056, 55584 y 92640 octantes terminales. Esto significa que no
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Figura 2.27: Dependencia del tiempo de ajuste con el número de planos
que definen la región.

vamos a comparar mallas del mismo tamaño en el sentido de número de nodos
y tetraedros, que ya hemos visto que son diferentes para un mismo octree. Lo
que comparamos son mallas con una resolución espacial aproximada, ya que
esta está dada esencialmente por el octree. Las figuras 2.28(a)-2.28(e) presentan
los tiempos resultantes y su dependencia con el tamaño de la malla. Se puede
ver la misma linealidad en todos los casos, lo que, junto con los resultados
obtenidos para la generación del octree, nos muestra que el generador de mallas
tiene una dependencia cercana a la linealidad para los tamaños de mallas
considerados. Además, también podemos ver que su contribución al tiempo
total de generación de la malla es bastante pequeña, inferior al 5%.

Para completar la comparación entre los diferentes algoritmos, mostra-
mos la relación entre los tiempos para un octree dado en las figuras 2.29(a) y
2.29(b). La diferencia relativa es mucho más importante en el caso de la gene-
ración de tetraedros que en el de los nodos. Esto es debido a que en este último
caso la generación está dominada por las operaciones de búsqueda de vecinos
necesarias, las mismas para todos los algoritmos estudiados, mientras que la
definición de los tetraedros es un proceso independiente para cada octante
terminal.
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Figura 2.28: Tiempos de generación de nodos y tetraedros para diferentes
tamaños del octree usando (a) el algoritmo A, (b) el algoritmo
B, (c) el algoritmo C, (d) el algoritmo D y (e) el algoritmo E.
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Algorithm

R
e
la
ti
v
e
n
o
d
e
g
e
n
e
ra
ti
o
n
ti
m
e

A B C D E0.95

0.975

1

1.025

1.05

1.075

1.1

1.125

1.15

(a)

Algorithm

R
e
la
ti
v
e
te
tr
a
h
e
d
ra
g
e
n
e
ra
ti
o
n
ti
m
e

A B C D E
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

(b)

Figura 2.29: Tiempos relativos de generación de (a) nodos y (b) tetraedros.

2.3.4. Ejemplos: calidad de las mallas

En el caso de las simulaciones, ya sea usando el método de los elementos
finitos u otro método, la forma de los tetraedros es muy importante, ya que
determina en gran medida la convergencia de la solución. Sin embargo, la
malla óptima depende del problema en consideración, por lo que no puede
definirse un sistema de medida de calidades universal. Para evaluar la calidad
de las diferentes mallas hemos escogido considerar únicamente la forma de los
tetraedros. Esto también resulta problemático en algunas ocasiones, ya que
no hay un sistema estándar de medir la calidad a través de la forma de los
elementos. Esto hace que existan muchas medidas para evaluar la calidad de
las mallas [DLGC98]. Hemos optado por utilizar como factor de forma el aspect
ratio, definido de la siguiente manera:

γ =
12√

6

rin
máxi,j lij

, (2.2)

donde rin es el radio de la esfera inscrita y lij son las longitudes de las aristas
del tetraedro. El radio de la esfera inscrita se puede calcular, salvo un factor
multiplicativo constante, como el cociente entre el volumen del tetraedro (v)
y la suma de las áreas de cada de sus caras (si):

rin =
3v∑3
i=0 si

. (2.3)
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Esta medida está comprendida entre 0 y 1, obteniendo este último valor si el
tetraedro es regular y el primero si es un tetraedro degenerado (por ejemplo,
con los cuatro nodos coplanares).

Las figuras 2.30 y 2.31 muestran las distribuciones de calidad de las mallas
para los cinco algoritmos y para dos regiones diferentes: una que describe un
HEMT y otra que describe un MOSFET con puerta de polisilicio. La figura
2.32 muestra un ejemplo de la malla final para ambas regiones.

La tabla 2.2 presenta diferentes parámetros que describen estas distribucio-
nes: valor medio del aspect ratio (< γ >), desviación estándar (σ), coeficiente
de asimetŕıa (CA) y valores máximo y mı́nimo (γmax y γmin respectivamen-
te). Se puede ver el aumento de calidad con la inclusión de más tetraedros por
octante, consecuencia de la mayor proximidad de los tetraedros generados al
tetraedro regular, que es el usado como referencia en esta medida. También
podemos ver un incremento en la desviación estándar, posiblemente causada
por la mayor cantidad de tetraedros diferentes que surgen en las transiciones
entre diferentes niveles del octree cuando utilizamos algoritmos que dividen
cada cara en cuatro triángulos. Podemos ver que el algoritmo A produce al-
gunos tetraedros de elevada calidad. Sin embargo, su pequeño número no es
suficiente para elevar el valor medio por encima del obtenido con el algoritmo
E.

Algoritmo/Dispositivo < γ > σ CA γmax γmin

A/HEMT 0.565 0.0901 -42.3 0.963 0.249
A/MOSFET 0.520 0.132 214 0.940 0.137

B/HEMT 0.543 0.0798 156 0.963 0.248
B/MOSFET 0.515 0.114 -2121 0.940 0.137

C/HEMT 0.577 0.0888 -182 0.963 0.249
C/MOSFET 0.547 0.117 -2407 0.924 0.184

D/HEMT 0.599 0.0950 299 0.963 0.281
D/MOSFET 0.561 0.128 72699 0.924 0.195

E/HEMT 0.609 0.103 -4909 0.752 0.259
E/MOSFET 0.566 0.141 9266 0.752 0.156

Tabla 2.2: Parámetros que describen la distribución de calidades de los
tetraedros para las mallas estudiadas.

Otra cuestión relevante en la utilidad de una malla para simulaciones de
elementos finitos es el número de conexiones entre sus nodos (es decir, las
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Figura 2.30: Distribución de calidades de las mallas del HEMT usando (a)
el algoritmo A, (b) el algoritmo B, (c) el algoritmo C, (d) el
algoritmo D and (e) el algoritmo E.
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Figura 2.31: Distribución de calidades de las mallas del MOSFET usando
(a) el algoritmo A, (b) el algoritmo B, (c) el algoritmo C, (d)
el algoritmo D y (e) el algoritmo E.
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(a) (b)

Figura 2.32: Malla final de (a) un HEMT usando el algoritmo A y (b) un
MOSFET usando el algoritmo E.

aristas de la malla), ya que es un factor importante para la estabilidad del
método [HVKR03]. La figura 2.33 muestra la distribución de conectividades
para los nodos de la malla del HEMT. En el eje x se muestra el número de
vecinos y en el eje y la proporción de nodos con estos vecinos. Se puede ver que
las cinco distribuciones tienen picos en un número de conexiones bajo. Además,
excepto en el algoritmo A, también aparece un pico asociado a un alto número
de conectividades, lo que puede ser dañino para la convergencia del simulador.
Este segundo pico está más desplazado a la derecha para algoritmos con un
mayor número de nodos, lo que posiblemente les confiera peores propiedades
para las simulaciones de elementos finitos subsiguientes.

Por último, otro aspecto importante es la diferencia notable en número de
nodos y elementos, lo que puede hacer que los requisitos de memoria y tiempo
del simulador sean los factores decisivos a la hora de elegir un algoritmo u
otro.

2.4. Generación de mallas atomı́sticas

Avances en las tecnoloǵıas de fabricación han permitido el escalado de los
dispositivos semiconductores a dimensiones en las que el número de átomos
es relativamente pequeño, haciendo que la posición de cada uno afecte a las
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Figura 2.33: Distribución de las conexiones en una malla ejemplo para los
diferentes algoritmos.
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caracteŕısticas de los dispositivos.

Las predicciones en la última edición del ITRS [roa] apuntan hacia la fabri-
cación en masa de transistores con longitudes de puerta f́ısica de hasta 8.1 nm.
En estas dimensiones, sólo habŕıa espacio para quince celdas unidad de silicio
bajo la puerta en la dirección del transporte. Por lo tanto, se hace necesaria
la generación de mallas de calidad que permitan resolver de forma precisa
efectos a escala atómica en la simulación de transistores MOS de dimensiones
nanométricas [CWAA+06].

Además, en estas dimensiones, el hecho de que los átomos tomen posiciones
discretas en los materiales afecta de forma importante las caracteŕısticas de los
dispositivos. Por ejemplo, el efecto de las diferentes posiciones de los dopantes
en dispositivos nominalmente iguales introduce variaciones en el comporta-
miento de dispositivos y circuitos [RBAL+06]. Sin embargo, la posición exacta
de los dopantes en la red cristalina no se ha tenido en cuenta en estos estudios.

En la figura 2.34 se muestran los átomos en un transistor de doble puerta
de 10 nm de longitud de puerta, mostrando que la posición de cada átomo
tiene que ser tenida en cuenta para resolver de forma precisa cantidades como
el potencial o la densidad de portadores, dependientes de la posición precisa
de los átomos dopantes. Aunque la estructura atómica de los átomos en la
red cristalina tiene una simetŕıa bien conocida, la construcción de mallas de
calidad para materiales amorfos tales como a-SiO2 (ver figura 2.35) es más
complicada [GR88, PHC98]. La dificultad viene principalmente de la interfaz
Si/SiO2, dif́ıcil de construir incluso para el caso sencillo en el que se conside-
ra una estructura cristalina para el SiO2 (cuarzo α) como se muestra en la
figura 2.36.

En primer lugar haremos una breve introducción a la teoŕıa del funcional
de la densidad, método utilizados para calcular las posiciones de los átomos
en la estructura en estado fundamental. A continuación presentamos una me-
todoloǵıa para generación de mallas con los nodos en las posiciones de los
átomos en el dispositivo para estructuras cristalinas. Este método lo exten-
deremos para hacer una primera aproximación a dieléctricos amorfos. Para
demostrar el uso de la metodoloǵıa estudiamos dos ejemplos de sistemas que
se fabrican habitualmente en transistores actuales a los que hemos aplicado
la metodoloǵıa: (i) un semiconductor de silicio con cuarzo α como dieléctrico
de puerta y (ii) un semiconductor de silicio con HfO2 monocĺınico y capa de
interfaz de SiO2. Finalmente presentamos algunos resultados sobre la calidad
de las mallas obtenidas empleando esta metodoloǵıa.
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Figura 2.34: Ilustración de la estructura atómica ideal de un transistor
DG-MOSFET de silicio de longitud de puerta de 10 nm. Las
esferas rojas representan átomos de silicio, mientras que las
verdes representan los átomos de ox́ıgeno del óxido de puerta.

Figura 2.35: Estructura de dióxido de silicio amorfo con 192 átomos (ρ =
2,39g/cm−3) obtenida de simulaciones de dinámica molecular
clásicas [MSSS04].
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Figura 2.36: Estructura atómica de la interfaz cristalina Si/SiO2 pasivada
con hidrógeno [YKU+01].
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2.4.1. Teoŕıa del funcional de la densidad

La descripción microscópica de las propiedades de la materia es una tarea
de una elevada complejidad. Para un sistema de P núcleos y N electrones la
tarea consistiŕıa en la resolución de la ecuación de Schrödinger

ĤTΨi(r,R) = EiΨi(r,R), (2.4)

con el siguiente hamiltoniano:

ĤT = −
P∑

I=1

~
2

2MI
∇2
I −

N∑

i=1

~
2

2m
∇2
i+

+
e2

2
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J 6=I

ZIZJ
|RI − RJ |

+
e2

2

N∑

i=1

N∑

i6=j

1

|ri − rj|
−

− e2
P∑

I=1

N∑

i=1

ZI
|RI − rj|

, (2.5)

donde R = {RI}, I = 1, . . . , P , es el conjunto de las P coordenadas nucleares,
r = {ri}, i = 1, . . . , N , es el conjunto de las N coordenadas electrónicas y ZI
y MI las P cargas y masas nucleares respectivamente.

En la práctica este problema es prácticamente imposible de resolver, y las
soluciones se obtienen para algunos casos sencillos utilizando aproximaciones.
La primera aproximación que se suele hacer es la aproximación adiabática o de
Born-Oppenheimer, que permite factorizar la función de onda en dos términos,
uno para los electrones y otro para los núcleos. En este caso podemos escribir
el hamiltoniano del sistema electrónico como

Ĥ = T̂ + V̂ext + Ŵ =

N∑

i=1

(−i~∇i)
2

2m
+

N∑

i=1

vext(ri) +

N∑

i,j=1
i<j

w(ri, rj), (2.6)

donde T̂ representa el operador enerǵıa cinética, V̂ext la interacción con fuentes
externas y Ŵ la interacción electrón-electrón.

La teoŕıa del funcional de la densidad (DFT, density functional theory)
proporciona una alternativa para resolver esta ecuación basándose en el teo-
rema de Hohenberg-Kohn. Los principales aportaciones de este teorema son:

El potencial externo está uńıvocamente determinado por la densidad
electrónica salvo por una constante aditiva. Por lo tanto, la densidad
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electrónica también determina de forma uńıvoca la función de onda en
estado fundamental. Esto es, el estado fundamental es un funcional de la
densidad electrónica Ψ[n]. Para la densidad electrónica real del sistema
n0 obtenemos la función de onda del sistema en estado fundamental
Ψ0 = Ψ[n0]. Además, este funcional es universal, sólo depende de la
interacción w.

Esto permite entender cualquier observable como funcional de la densi-
dad:

O[n] := 〈Ψ[n] | Ô | Ψ[n]〉. (2.7)

En particular, podemos escribir la enerǵıa del estado fundamental como

E[n] = 〈Ψ[n] | Ĥ | Ψ[n]〉 = F [n] +

∫
vext(r)n(r) dr, (2.8)

donde F [n] es la parte universal del funcional que no incluye el potencial
externo.

Podemos calcular la enerǵıa E0 del estado fundamental a partir de un
principio de mı́nimo como

E0 = E[n0] = mı́n
n∈N

E[n], (2.9)

donde N es el conjunto de densidades en un estado fundamental solución
de la ecuación de Schrödinger.

Utilizando la teoŕıa del funcional de la densidad es posible calcular la
enerǵıa y la densidad del estado fundamental de forma exacta si se conoce
el funcional F [n] = 〈Ψ[n] | T̂ + Ŵ | Ψ[n]〉. Sin embargo, el teorema de Kohn-
Sham no especifica como calcularlo. El principal problema es encontrar una
expresión para la enerǵıa cinética. En 1965, Kohn y Sham [KS65] propusieron
reemplazar la enerǵıa cinética del sistema “interactuante” por la de un sistema
equivalente sin interacción, T̂R, ya que esta puede ser calculada fácilmente. De
esta forma, suponiendo una interacción entre part́ıculas de tipo coulombiano,
podemos escribir el funcional enerǵıa en la siguiente forma (conocida como
funcional de Kohn-Sham):

EKS[n] = TR[n]+

∫
n(r)vext(r) dr+

1

2

∫∫
n(r)n(r′)

|r− r′| drdr′ +EXC [n], (2.10)
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donde EXC [n] es la enerǵıa de intercambio-correlación como funcional de la
densidad y que incluye todos los efectos de interacción “de muchos cuerpos”
no contenidos en los otros términos. Este sistema sin interacción se define de
tal forma que la densidad en estado fundamental sea igual a la del sistema
real.

El sistema no “interactuante” verifica la ecuación de Schrödinger para un
potencial efectivo veff :

{
−∇2

2
+ veff (r)

}
φi,s(r) = εiφi,s(r). (2.11)

Se puede demostrar que el potencial veff es

veff = vext +

∫
n(r′)

|r− r′| dr
′ + µXC [n](r), (2.12)

donde µXC = δEXC [n]/δn es la derivada funcional de la enerǵıa de intercam-
bio-correlación. A partir de las funciones φi se puede calcular la densidad del
sistema como

n(r) =
∑

s

Ns∑

i

|φi,s|2 (2.13)

y la enerǵıa total como

EKS [n] =
∑

s

Ns∑

i

εi,s−
1

2

∫∫
n(r)n(r′)

|r − r′| drdr′ +EXC [n]−
∫
n(r)µXC [n](r) dr,

(2.14)
donde se ha escogido el número de ocupación 1 para i ≤ Ns (s = 1, 2) y 0 para
i > Ns.

Por último, para realizar los cálculos hace falta una expresión para el fun-
cional de la enerǵıa de intercambio-correlación EXC [n]. Debido a la alta com-
plejidad de las expresiones exactas, es habitual el uso de aproximaciones. La
más utilizada durante mucho tiempo fue la llamada aproximación de densidad
local (local density approximation, LDA) [KS65], que considera el sistema inho-
mogéneo como localmente homogéneo y usa las expresiones obtenidas en este
caso. Este método produce buenos resultados en muchos sistemas de interés,
especialmente en los que la densidad electrónica es bastante uniforme. Sin em-
bargo, hay algunas situaciones en las que esta aproximación no reproduce bien
algunas caracteŕısticas: en sistemas atómicos, donde hay grandes variaciones
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de la densidad, en moléculas débilmente ligadas, en superficies metálicas, etc.
Hay muchas direcciones diferentes en las que se investigan extensiones y mejo-
ras a esta aproximación. Probablemente debido a su eficiencia computacional,
las más populares se basan en introducir semilocalmente las inhomogeneidades
de la densidad expandiendo EXC [n] como serie en términos del gradiente de la
densidad. Estas aproximaciones, conocidas como aproximaciones del gradiente
generalizado (generalized gradient approximations, GGA) [PBE96, LP94], han
tenido bastante éxito mejorando algunas de las caracteŕısticas de la aproxima-
ción LDA.

2.4.2. Regiones cristalinas

En esta sección describimos la estrategia de mallado para considerar las
posiciones atómicas exactas en el dispositivo semiconductor. Recientemente,
mallas de Delaunay [DW06] con nodos en la posición de los átomos se han
utilizado en la simulación de transistores tipo nanohilo [LSF06, LSF07], pero
sólo se consideraron los átomos de la red de Si, ignorando la posición de los
átomos de la capa de óxido y las regiones de transición. Sin embargo, algo-
ritmos que producen mallas de Delaunay pueden tener problemas cuando se
aplican a regiones casi cristalinas resultantes de la inclusión de un óxido crista-
lino y de la interfaz. Esto se debe principalmente a la generación de tetraedros
tipo sliver, que pueden provocar problemas de convergencia en los resolutores
de elementos finitos posteriores. Esto se ve agravado si consideramos la gene-
ración de mallas CDT para mantener determinados planos del interior de la
estructura que pueden ser útiles para definir propiedades de interfaz o para
poner condiciones de contorno en las simulaciones subsiguientes.

Hemos escogido un método basado en un algoritmo tipo octree [APGL06,
HK05] con celdas unidad de materiales como octantes terminales y la posibili-
dad de usar diferentes esquemas de descomposición en la misma malla. Como
primer paso, debemos definir esquemas de descomposición para las celdas uni-
dad extendidas de cada material. Estas celdas unidad extendidas, que deno-
minaremos simplemente celdas unidad de ahora en adelante, incluyen átomos
ficticios extra para completar un volumen que cubra el espacio por comple-
to al ser replicado, aunque serán eliminados posteriormente en esta fase de
replicación. La descomposición de las celdas unidad en tetraedros se puede
llevar a cabo de diferentes formas, siendo el único requerimiento la simetŕıa
en la triangulación de caras opuestas para obtener una malla conforme en el
proceso de replicación. En las figuras 2.37 y 2.38 mostramos, como ejemplo,
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Figura 2.37: Malla del octante terminal usando los átomos en la celda uni-
dad del silicio como nodos.

la descomposición de las celdas unidad del silicio (Si) y dióxido de silicio cris-
talino (α-SiO2). En el caso del Si hemos utilizado la simetŕıa interna de la
celda unidad para llevar a cabo la descomposición, descomponiendo en tetrae-
dros un prisma triangular y replicándolo con las transformaciones de simetŕıa
oportunas. En la figura 2.39 podemos ver la malla de una lámina de silicio de
31× 19× 12 celdas unidad construida usando la descomposición en tetraedros
descrita.

2.4.3. Regiones de interfaz

Una segunda cuestión a tratar debe ser la descomposición de la estructura
periódica en la interfaz entre materiales, por ejemplo, la interfaz Si/SiO2.
Tal descomposición no se puede hacer simplemente usando las estructuras de
los materiales correspondientes debido a las deformaciones de su estructura
atómica local en la interfaz. Hemos adoptado la topoloǵıa de esta interfaz en
concreto de [YKU+01], mientras que la estructura atómica local de la interfaz
ha sido obtenida usando la teoŕıa del funcional de la densidad tal como se
describe en [GSPS07]. Un ejemplo de descomposición de una celda de interfaz
se muestra en la figura 2.40 para el caso de la estructura Si/SiO2.

Una vez que disponemos de las unidades básicas para construir la malla,
podemos proceder a la definición de la estructura que queremos mallar. Esto
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Figura 2.38: Patrón utilizado para construir la malla de SiO2 cristalino
usando nodos en las posiciones atómicas.
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Figura 2.39: Malla de una lámina de silicio de 6.5 nm de grosor.
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Figura 2.40: Patrón utilizado para construir la malla de la interfaz entre
silicio y dióxido de silicio cristalinos.

incluye la especificación de materiales y espesor aproximado de las diferen-
tes capas. Esta información se usa para conocer el número de celdas unidad
necesarias en cada dirección. En el caso de que el espesor de una capa sea
demasiado pequeño para una única celda unidad se utilizará únicamente el
espesor asignado en la celda de interfaz. Su introducción se hace en un paso
posterior, cuando las mallas de cada material están ya creadas. La figura 2.41
muestra un ejemplo de la malla construida aplicando esta técnica a una estruc-
tura SiO2/Si/SiO2. La estructura atomı́stica relajada de la interfaz Si/SiO2 se
obtuvo con cálculos de primeros principios [YKU+01] usando la DFT.

La figura 2.42 muestra otro ejemplo de la metodoloǵıa aplicada a una es-
tructura Si/SiO2/HfO2. Nuevamente, la estructura de la interfaz SiO2/HfO2

se extrajo de la distribución atómica obtenida usando cálculos de primeros
principios [GS07] mostrada en la figura 2.43. En este caso, el crecimiento de
HfO2 monocĺınico sobre la estructura Si/SiO2 no produjo una interfaz crista-
lina. Sin embargo, śı teńıa algunos patrones que extrajimos para obtener una
celda que representara la interfaz. Con esta modificación, la malla obtenida no
replica de forma exacta la posiciones cristalinas iniciales. Sin embargo, en la si-
guiente sección presentamos una técnica para modificar estas malla cristalinas
haciéndolas más cercanas a las estructuras reales.

Una dificultad final que debe ser tratada al construir mallas de resolución
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Figura 2.41: Malla de un MOSFET de doble puerta con SiO2 cristalino
como dieléctrico de puerta.
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Figura 2.42: Malla de un MOSFET con un dieléctrico de puerta compuesto
por una capa de SiO2 cristalino y otra de HfO2 (monocĺınico).
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15 Å

~6 Å

Figura 2.43: Estructura atómica calculada de una interfaz Si/SiO2/HfO2.
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Figura 2.44: Posibles crecimientos de dos materiales cristalinos con dife-
rente constante de red. Dependiendo del grosor de la capa, la
estructura resultante puede estar tensionada (abajo) o dislo-
cada (arriba).

atómica es la diferencia entre las constantes de red de los materiales que for-
man la estructura de capas. Cuando un material cristalino se crece sobre otro
material cristalino con diferente constante de red, pueden darse dos situacio-
nes [Yua99], representadas en la figura 2.44:

Si el grosor del material que se crece está por debajo del grosor cŕıtico,
entonces su constante de red se modifica, siempre que la diferencia sea
pequeña, para ajustarse a la del otro material.

Si el grosor del material que se crece está por encima del grosor cŕıtico,
entonces la constante de red no se modifica y aparecen dislocaciones.

Como primera aproximación al problema suponemos que la capa de óxido
cristalino es lo suficientemente delgada como para que su constante de red se
adapte a la del silicio, de tal forma que creamos el cristal de las capas de óxido
con las dimensiones del silicio en el plano paralelo a la interfaz. Aunque esta
es la situación más habitual en estructuras de dispositivos semiconductores,
también seŕıa posible introducir una celda generalizada en la interfaz que nos
permita estudiar materiales con diferencias mayores entre sus constantes de
red.
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2.4.4. Regiones amorfas

En la sección anterior mostramos como generar mallas para dispositivos
compuestos por materiales cristalinos. Sin embargo, en los dispositivos reales,
el dieléctrico suele ser amorfo. Esto requiere una extensión del generador de
mallas para permitir el manejo de estructuras amorfas.

La descripción de la estructura de materiales amorfos y sus interfaces es
una materia muy compleja que todav́ıa no se comprende completamente, in-
cluso para un material tan ampliamente utilizado como el SiO2 [FCBA06],
cuya interfaz con el Si ha sido la clave del éxito de la tecnoloǵıa CMOS. La
generación de estructuras realistas para las interfaces requiere el uso de técni-
cas computacionales tales como DFT o dinámica molecular [FCBA06, PHC96,
BPP00, BP03].

Como primera aproximación al problema, realizamos transformaciones lo-
cales a la malla para eliminar la cristalinidad en la localización de los nodos
del óxido e imitar una distribución de nodos amorfa. Esto puede ser utilizado
para estudios cualitativos del impacto sobre el comportamiento de los dispo-
sitivos provocado por variaciones aleatorias de las propiedades materiales en
las capas amorfas. Sin embargo, esta transformación resulta en distribuciones
de átomos cuyas propiedades f́ısicas tales como la distribución de ángulos de
enlace no coinciden con las medidas experimentales.

La principal idea del algoritmo es la formación de una capa de material
amorfo a partir de la cristalina obtenida con la metodoloǵıa previamente des-
crita. También nos gustaŕıa mantener el mismo grafo de adyacencias para la
malla para poder utilizar la misma estructura de datos definida en el simula-
dor con diferentes configuraciones, lo que aceleraŕıa la simulación de grupos
de dispositivos microscópicamente diferentes.

El algoritmo implementado realiza una redistribución aleatoria en las po-
siciones de los nodos con un grado ajustable. El grado de desplazamiento
permitido está dado por un parámetro β ∈ (0, 1]. Un valor próximo a cero
significa que el movimiento será muy pequeño, mientras que un valor de uno
significa que el movimiento se puede realizar en todo el volumen permitido
por criterios geométricos. Para evitar intersecciones entre tetraedros cuando
se mueven los nodos definimos el volumen permitido en dos pasos. En el pri-
mer paso hacemos una lista de los tetraedros vecinos, que a su vez definen un
volumen que rodea por completo al nodo. Si este volumen es convexo, entonces
es el volumen donde el nodo se puede mover libremente sin necesidad de rede-
finir conectividades. Si no es convexo, entonces debemos restringir el volumen
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nodo a mover

Figura 2.45: Dos triángulos delimitando una superficie no convexa.

nodo a mover regiones válidas

regiones no válidas

Figura 2.46: Regiones de la superficie que pueden y no pueden ser utiliza-
das para mover el nodo.

para evitar intersecciones entre tetraedros tras el movimiento del nodo. Las
figuras 2.45 y 2.46 muestran un ejemplo de esta situación en dos dimensiones.

En tres dimensiones la situación es equivalente, solo que tenemos que res-
tringir el movimiento usando planos en lugar de rectas. También tenemos que
tener en cuenta que un nodo puede pertenecer a un número arbitrario de te-
traedros, definiendo aśı un poliedro arbitrario. Por tanto, el volumen válido
para definir el movimiento del nodo será dif́ıcil de describir en términos de los
tetraedros que contienen al nodo. Por esto hemos decidido utilizar una técnica
de rechazo para generar la posición final del nodo. En primer lugar generamos
un punto arbitrario en el volumen completo definido por los tetraedros vecinos
utilizando una distribución uniforme. Si el vector definido por las posiciones
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Figura 2.47: Discretización de un transistor con regiones amorfas y crista-
linas obtenida de la malla de materiales cristalinos.

nueva y antigua del nodo no intersecta ninguno de los planos definidos por
todas las caras opuestas a ese nodo, entonces conservamos el cambio. En caso
contrario generamos una nueva posición final candidata. De esta forma obtene-
mos un movimiento aleatorio con distribución uniforme en el volumen válido.
Ejecutando este movimiento aleatorio de los nodos varias veces, podemos ob-
tener diferentes capas amorfas a partir de la misma estructura cristalina. Las
figuras 2.47 y 2.48 muestran, respectivamente, una malla generada con este
método y las posiciones de los átomos correspondientes.

2.4.5. Calidad de las mallas

Como ya dijimos antes, las caracteŕısticas de los sistemas de ecuaciones que
describen las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales discretizadas que
deben ser resueltos, dependen enormemente en las propiedades de las mallas.
Al igual que antes, hemos decidido utilizar un criterio de calidad que satisfaga
la definición propuesta en [DLGC98], el aspect ratio γ definido en (2.2). La
tabla 2.3 presenta algunos de los parámetros que caracterizan la distribución de
γ para las distintas celdas unidad, incluyendo el aspect ratio medio (< γ >), la
desviación estándar (σ), el coeficiente de asimetŕıa (CA) y los valores máximo
y mı́nimo del aspect ratio (γmax y γmin respectivamente).

Para evitar elementos de calidad muy pobre, el movimiento de los nodos
en la generación de mallas de regiones amorfas incluye una segunda ligadura
relacionada con la calidad. La nueva posición de un nodo no puede producir
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Figura 2.48: Átomos en la estructura después del proceso de hacer el óxi-
do amorfo. Las esferas rojas representan átomos de silicio y
las verdes de ox́ıgeno. Notar las posiciones irregulares de los
átomos en la capa de óxido al compararlos con sus pociones
regulares en la figura 2.34.

Tabla 2.3: Parámetros para describir la distribución de calidades de los te-
traedros para las mallas de diferentes materiales. Los parámetros
dados para las mallas amorfas son β1 = 0,05 y β2 = 1,0.

Material < γ > σ CA γmax γmin

Si 0.51 0.08 1.031 0.662 0.458
SiO2 0.31 0.09 0.399 0.553 0.151
HfO2 0.46 0.12 -0.089 0.777 0.200
Si-SiO2 0.39 0.12 0.789 0.739 0.183
SiO2-HfO2 0.40 0.10 -0.838 0.575 0.127
a-SiO2 (β1) 0.31 0.09 0.372 0.595 0.132
a-SiO2 (β2) 0.29 0.12 0.789 0.845 0.102
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Figura 2.49: Refinamiento de un tetraedro usando bisección.

ningún tetraedro con aspect ratio inferior a un umbral dado. Aunque valores
altos de este umbral seŕıan ideales desde el punto de vista de la calidad, es
necesaria una solución de compromiso, ya que estos valores pueden hacer la
generación muy lenta o incluso imposible.

2.5. Refinamiento adaptativo de mallas tetraédricas

Las mallas no estructuradas descritas hasta ahora pueden no tener su-
ficiente resolución en regiones con variaciones muy pronunciadas de alguna
cantidad f́ısica. Nuestro objetivo es refinar la malla en regiones donde estas
variables tengan cambios abruptos que, o bien no se conoćıan a priori, o bien
no fueron más refinadas, por ejemplo en la generación del octree, para evitar
un número de nodos excesivo. Sin embargo, una vez resuelto el problema es
posible extraer información sobre el error en la solución que nos permita me-
jorar la malla en algunas regiones si la convergencia en ellas es pobre. Para
simplificar el proceso, la estimación del error a partir de la solución debeŕıa
ser local y producir una mejora en la convergencia cuando la malla se refine de
acuerdo a su valor. Esta etapa de estimación del error local asigna un valor a
cada tetraedro, lo que sirve como base para decidir si el elemento debeŕıa ser
dividido en elementos más pequeños. Para esto hemos elegido un algoritmo de
bisección [Riv84, AMP00, WCH+06], que incluye nuevos nodos en la malla en
aristas seleccionadas (una por tetraedro). La figura 2.49 muestra un ejemplo de
este tipo de refinamiento en el que el tetraedro T0 = {N0,N1,N2,N3} se divi-
de en dos nuevos tetraedros, T1 = {N0, N ′,N2,N3} y T2 = {N ′,N1,N2,N3}.
En nuestra implementación del algoritmo, dividimos todos los tetraedros que
comparten una arista en lugar de mantener la conformalidad en un paso poste-
rior. La selección del eje que se dividirá en dos puede ser realizada utilizando
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Figura 2.50: Detalle del refinamiento cerca de un átomo de impureza. Los
colores se corresponden con valores del potencial.

diferentes criterios. Escogemos un umbral para una cantidad dada (f́ısica o
construcción matemática como el residuo) y los tetraedros que superen este
umbral se seleccionan para ser refinados. Se lleva a cabo una búsqueda en el
tetraedro dado y se decide entonces cuál de las aristas tiene que ser dividi-
da. Esta elección está basada en valores de variables sobre nodos. Además,
también se visitan los tetraedros vecinos para dar preferencia a la aristas con
mayor variación de esta variable de refinamiento. La figura 2.50 muestra un
ejemplo de una malla refinada cerca de una impureza ionizada usando como
gúıa el potencial. Cabe resaltar que el refinamiento de la mallas hace necesario
el reordenamiento de las matrices del problema. Después de la introducción de
los nuevos nodos en la malla, su ordenamiento deja de ser apropiado para las
propiedades numéricas de las matrices del problema, lo que implicaŕıa tiempos
de resolución demasiado elevados.

En la figura 2.51 mostramos el efecto del refinado sobre la convergencia
de las ecuaciones que debemos resolver. La figura muestra la evolución de la
norma-2 del residuo de la ecuación de continuidad de electrones, ‖r‖, con las
iteraciones del resolutor para la malla original y una malla refinada. El criterio
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Figura 2.51: Evolución de la norma del residuo de la ecuación de continui-
dad con el número de iteración para la malla original y una
refinada.

para refinar la malla fue la variación del potencial electrostático. En este caso
podemos ver que el valor en el que se estabiliza es menor para la malla refinada.





Caṕıtulo 3

El modelo de

arrastre-difusión

Como ya se comentó en el Caṕıtulo 1, existen diferentes modelos a la hora
de simular el comportamiento de los dispositivos semiconductores, cada uno
de ellos con su propio nivel de complejidad. El modelo de arrastre-difusión,
pese a su validez limitada, es todav́ıa uno de los modelos más extendidos. Es-
to se debe al compromiso entre coste computacional y capacidad predictiva
que proporciona una vez que se introducen modelos para la movilidad. Simu-
ladores comerciales de dispositivos semiconductores que incluyen el modelo
de arrastre-difusión son, por ejemplo, el Sentaurus Device [sen] o el Taurus-
Medici [med] de Synopsys, el ATLAS de Silvaco [atl] o el APSYS de Crosslight
[aps].

En la primera parte de este caṕıtulo describimos las ecuaciones princi-
pales usadas en el modelo de arrastre-difusión. En primer lugar, a partir de
las ecuaciones de Maxwell obtendremos las ecuaciones de Poisson y de con-
tinuidad de corriente. Después presentaremos la aproximación utilizada en el
modelo de arrastre-difusión para las densidades de corriente de portadores. A
continuación describimos algunos de los modelos utilizados para aproximar los
efectos cuánticos en las simulaciones, con especial énfasis en los modelos que
emplearemos más adelante. Una vez presentados los modelos utilizados en las
simulaciones, describimos su discretización usando el método de los elementos
finitos sobre mallas tetraédricas. En este proceso el problema se transforma en
el de la resolución de sistemas de ecuaciones dispersas no lineales, por lo que
describiremos brevemente los métodos de resolución empleados. Finalmente,

75
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presentamos en este caṕıtulo los resultados obtenidos utilizando el modelo de
arrastre-difusión para el estudio del impacto de algunas fuentes de fluctuacio-
nes sobre el comportamiento de transistores MOSFET.

3.1. El modelo de arrastre-difusión

En el modelo de arrastre-difusión las ecuaciones básicas a resolver son las
ecuaciones de Poisson y de continuidad de huecos y electrones. Estas ecuacio-
nes que describen el comportamiento eléctrico del semiconductor se determi-
nan a partir de las ecuaciones de Maxwell, que definen la evolución del campo
electromagnético en un medio arbitrario [Sel84]:

∇× H = J +
∂D

∂t
, (3.1)

∇× E = −∂B
∂t
, (3.2)

∇ ·D = ρ, (3.3)

∇ ·B = 0, (3.4)

donde E y D son los vectores campo y desplazamiento eléctrico, H y B son
el campo y la inducción magnética, J es el vector densidad de corriente libre,
y ρ es la densidad de carga libre (no debida a la polarización). Es preciso
además considerar una variable espacial en R

3 r= (x0, x1, x2) y una temporal t
donde t ∈ R

+. Junto con estas ecuaciones, es necesario especificar una relación
entre los vectores campo y desplazamiento eléctricos. Vamos a considerar que
nuestro medio es lineal, de tal forma que la relación entre D y E es:

D = εE, (3.5)

donde ε es la permitividad del medio. Además consideramos que el medio es
isótropo, por lo que ε será un escalar.

3.1.1. Ecuación de Poisson

Para la deducción de la ecuación de Poisson partimos de las ecuaciones de
Maxwell. Como la inducción magnética tiene divergencia cero, puede repre-
sentarse como el rotacional de un potencial vector A. Por lo tanto, la ecuación
(3.4) puede satisfacerse si se expresa la inducción magnética como:

B = ∇× A, (3.6)
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donde para un B dado, el vector A no es único. Si sustituimos en la ecuación
(3.2) el valor de B por el correspondiente a la ecuación (3.6) se obtiene la
siguiente expresión:

∇×
(
E +

∂A

∂t

)
= 0. (3.7)

Si el rotacional de un vector es cero, se puede expresar dicho vector como el
gradiente de un campo escalar. Aśı, se obtiene:

E +
∂A

∂t
= −∇ψ. (3.8)

Si suponemos que las velocidades de los portadores dentro del dispositivo son
suficientemete pequeñas comparadas con la velocidad de propagación de los
campos (c), podemos considerar que

∣∣∂A
∂t

∣∣≪ |∇ψ|. Usando esta aproximación
podemos escribir:

E = −∇ψ. (3.9)

Combinando esta ecuación (3.9) con (3.3) y (3.5) obtenemos la ecuación de
Poisson que define el comportamiento del potencial eléctrico:

∇(ε∇ψ) = −ρ. (3.10)

En el interior de un semiconductor la densidad espacial de carga viene
dada por:

ρ = q(p− n+ C), (3.11)

donde q es la unidad de carga elemental, p la concentración de huecos, n la
concentración de electrones y C el perfil de impurezas eléctricamente activas:

C = N+
D −N−

A , (3.12)

donde N+
D y N−

A representan, respectivamente, las concentraciones de impu-
rezas dadoras y aceptoras ionizadas.

Por lo tanto, la ecuación de Poisson en un semiconductor genérico puede
expresarse como sigue:

∇(ε∇ψ) = q(n− p+N−
A −N+

D ) (3.13)
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3.1.2. Ecuaciones de continuidad

Volviendo a las ecuaciones de Maxwell, se observa que aplicando el opera-
dor divergencia a la ecuación (3.1) y usando la ecuación (3.3) se obtiene:

0 = ∇J +
∂ρ

∂t
, (3.14)

ya que la divergencia de un rotacional es nula.
Podemos expresar la densidad de corriente J en función de dos términos,

uno asociado con la corriente de electrones, Jn, y otro con la de huecos, Jp,
quedando de esta forma J = Jn + Jp. Aśı, considerando que el perfil de impu-
rezas es invariante en el tiempo y usando (3.11) y (3.14), obtenemos que en el
interior del semiconductor se verifica la siguiente expresión:

−∇Jp − q
∂p

∂t
= ∇Jn − q

∂n

∂t
. (3.15)

Es posible obtener una ecuación para la densidad de corriente de electrones
y otra equivalente para la de huecos si hacemos ambas partes de (3.15) iguales
a una cantidad que denotaremos por qR:

∇Jn − q
∂n

∂t
= qR, (3.16)

∇Jp + q
∂p

∂t
= −qR. (3.17)

El término R puede interpretarse f́ısicamente como una función que describe
la generación o recombinación neta de electrones y huecos. Valores de R posi-
tivos implican que la recombinación de pares electrón-hueco prevalece sobre la
generación de los mismos en el semiconductor. Valores negativos de R indican
que es la generación la que predomina sobre la recombinación.

Bajo condiciones isotérmicas, si el transporte es por arrastre-difusión, las
densidades de corriente de electrones y huecos son proporcionales a los gra-
dientes de los cuasipotenciales de Fermi de electrones y huecos (φn y φp):

Jn = −qµnn∇(φn), (3.18)

Jp = −qµpp∇(φp), (3.19)

donde µn y µp son las movilidades de electrones y de huecos respectivamente.
F́ısicamente, las movilidades están relacionadas con los tiempos medios de
relajación de electrones y huecos, τ rn y τ rp , que representan el tiempo medio
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entre dos procesos consecutivos de dispersión. Por ello la movilidad puede
considerarse como una medida de la facilidad de movimiento de los portadores
en el cristal, por lo que es evidente que las movilidades serán inversamente
proporcionales a la cantidad de colisiones. En el simulador, en el caso del
silicio, el valor de la movilidad de los electrones se obtiene utilizando un modelo
anaĺıtico con dependencia en el dopado, la temperatura y los campos eléctricos
transversal y paralelo [Sel84]. En primer lugar se parte de la expresión de la
movilidad dependiente del dopado de Caughey-Thomas [CT67] modificada
para incluir la dependencia con la temperatura:

µ0,n = µn,min +
µn,max ∗

(
T

300,0

)νn − µn,min

1 +
(

T
300,0

)ξn ∗
(
ND+NA

nref,n

)αn
, (3.20)

donde los parámetros se obtienen a partir de ajustes a datos experimentales.
Para obtener la expresión final de la movilidad para campos paralelos al trans-
porte bajos, se incluye la dependencia con el campo perpendicular para tener
en cuenta procesos en las interfaces,

µT,n =
µ0,n√

1 +
E⊥,n

Ecn

, (3.21)

donde el campo cŕıtico normal Ecn se obtiene mediante ajuste a datos expe-
rimentales. Finalmente, se corrige la expresión (3.21) para incluir efectos de
campos elevados en la dirección del transporte:

µn =
µT,n

[
1 +

(
µT,nE‖,n

vsat,n

)βn

] 1
βn

, (3.22)

donde vsat,n es la velocidad de saturación de los electrones en el material
y βn = 2 en el caso de los electrones. Para los huecos las expresiones son
equivalentes, solo que los valores de los parámetros (vsat,p, βp, µec, α, etc.)
cambian.

3.1.3. Concentración de portadores

En este apartado obtenemos las expresiones para las concentraciones de
portadores n y p en función del potencial electrostático ψ y de los cuasipoten-
ciales de Fermi de electrones y de huecos φn y φp que utilizaremos posterior-
mente.
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En un semiconductor con diferentes bandas (o valles) no equivalentes que
intervengan en el transporte, la concentración de electrones en cada una de
esas bandas, nj(E), depende del número de estados por unidad de volumen
del cristal con esa enerǵıa gj(E), que es la función de densidad de estados, y de
la probabilidad de que esos estados estén ocupados por un electrón fe(E), que
viene dada por la función de Fermi-Dirac. Podemos escribir la concentración
de electrones en la banda j como

nj =

∫ Esupj

Ecj

fe(E)gj(E)dE, (3.23)

donde Ecj es el mı́nimo de enerǵıa de la banda j y Esupj el nivel máximo de
enerǵıa de la banda de conducción. Teniendo en cuenta que el valor del inte-
grando anterior disminuye muy rápidamente a medida que la enerǵıa aumenta,
y que es esencialmente cero para enerǵıas apenas pocos kT por encima de Ec,
podemos extender el ĺımite superior de la ecuación anterior a infinito y seguir
obteniendo un valor similar de la integral. Por lo tanto, dicha integral queda
como

nj =

∫ ∞

Ecj

fe(E)gj(E)dE. (3.24)

La función de Fermi-Dirac para los electrones es

fe(E) =
1

1 + exp E−EF n

kBT

, (3.25)

donde EFn es el cuasinivel de Fermi para los electrones.
Si tenemos en cuenta la no parabolicidad de la banda j mediante un factor

de no parabolicidadBj , podemos escribir la expresión de la densidad de estados
gj(E) como

gj =

√
2m

3/2
dj

π2~3

[
(E −Ecj)

1/2 +Bj(E − Ecj)
3/2
]
, (3.26)

siendo ~ = h
2π la constante reducida de Planck y mdj la masa efectiva para la

densidad de estados en la banda (o en el valle).
Sustituyendo las fórmulas anteriores en (3.24),obtenemos la siguiente ex-

presión para la concentración de portadores en la banda j:

nj = Ncj

[
F1/2(ηcj) +

3

2
kBTBjF3/2(ηcj)

]
, (3.27)
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donde F1/2(ηcj) y F3/2(ηcj) son las integrales de Fermi-Dirac de orden 1/2 y
3/2, respectivamente, ηcj viene dado por

ηcj =
EFn − Ecj

kBT
(3.28)

y Ncj representa la densidad efectiva de estados. Este parámetro se puede
relacionar con la masa efectiva para la densidad de estados por:

Ncj = 2

(
2mdjkBTπ

h2

)3/2

. (3.29)

Obtenemos la concentración total de electrones como la suma de las con-
centraciones para cada una de las bandas o valles:

n =
∑

j

Ncj

[
F1/2(ηcj) +

3

2
kTBjF3/2(ηcj)

]
. (3.30)

En el modelo f́ısico que hemos utilizado medimos el valor de la enerǵıa
de los distintos niveles respecto a un nivel de enerǵıa constante que tomamos
como referencia. Este nivel de enerǵıa, igual a cero, coincide con el nivel de
vaćıo de un material tomado a su vez como referencia. Utilizamos el sub́ındice
o para las constantes f́ısicas y los niveles de enerǵıa constantes del material
tomado como referencia, que no tiene porque corresponder con ninguno de
los materiales de las regiones presentes en el dispositivo, pero que deben ser
coherentes entre śı.

En la figura 3.1 mostramos los niveles de enerǵıa del material de referencia
Eoo, Eco, Eio y Evo junto con el nivel de vaćıo, Eo, el nivel mı́nimo de la
banda de conducción j, Ecj , y el máximo de una banda de valencia l, Evl, en
el interior de cualquier región del dispositivo.

En el diagrama de enerǵıas de esta figura, la enerǵıa del mı́nimo de la banda
de conducción del material de referencia, Eco, y del máximo de la banda de
valencia, Evo, se pueden expresar en función de su afinidad electrónica, χo,
y de la anchura de su banda prohibida, Ego. Por lo tanto, Eco = −χo y
Evo = −(χo + Ego).

La concentración intŕınseca del material de referencia está relacionada con
las densidades efectivas de estados de las bandas de valencia y conducción y
con la anchura de la banda prohibida mediante la ecuación:

nio =
√
NcoNvo exp

(
− Ego

2kBT

)
, (3.31)
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Figura 3.1: Niveles de enerǵıa del material de referencia junto con los ni-
veles de enerǵıa de una región del semiconductor.

donde Nco es la densidad efectiva de estados en la banda de conducción y
Nvo la densidad efectiva de estados en la banda de valencia del material de
referencia.

Por otro lado, el nivel intŕınseco del material de referencia, Eio, depende
de la densidad efectiva de estados y de la concentración intŕınseca. Se puede
escribir como:

Eio = Eco + kBT ln

(
nio
Nco

)
. (3.32)

Para obtener las expresiones de las concentraciones de portadores n y p,
en primer lugar se relacionan los niveles de enerǵıa de las bandas en un se-
miconductor, esto es, nivel de vaćıo, Eo, mı́nimo de la banda de conducción
j, Ecj y máximo de la banda de valencia l, Evl y los cuasiniveles de Fermi
para los electrones y los huecos, EFn y EFp, con el potencial electrostático, ψ,
los cuasipotenciales de Fermi, φn y φp y los niveles de enerǵıa del material de
referencia.

El nivel de vaćıo del semiconductor se obtiene a partir del potencial elec-
trostático por:

Eo = −qψ. (3.33)

El nivel de enerǵıa mı́nimo de la banda de conducción j es:

Ecj = −qψ − χj , (3.34)

y el máximo de la banda de valencia l:

Evl = −qψ − χl − Egl. (3.35)
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El cuasinivel de Fermi para los electrones es:

EFn = Eio − qφn (3.36)

y el cuasinivel de Fermi para los huecos:

EFp = Eio − qφp. (3.37)

Además, podemos expresar la ecuación (3.32):

nio

Nco exp
(
Eio−Eco

kBT

) = 1, (3.38)

de tal manera que si multiplicamos la parte derecha de la ecuación (3.30) por
el factor anterior obtenemos la siguiente expresión:

n = nio exp

(
Eco − Eio
kBT

)∑

j

Ncj

Nco

[
F1/2(ηcj) +

3

2
kTBjF3/2(ηcj)

]
. (3.39)

Teniendo en cuenta la ecuación (3.28), que Eco = ψo, Ecj = −qψ − χj
y expresando el cuasinivel de Fermi de los electrones en función de su cuasi-
potencial de Fermi, EFn = Eio − qφn, obtenemos la siguiente expresión para
n:

n =

{
nio
∑

j

Ncj

Nco

[
F1/2(ηcj) + 3

2kTBjF3/2(ηcj)
]

exp(ηcj)
(3.40)

exp

(
χj − χo
kBT

)}
exp

(
qψ − qφn
kBT

)
.

Del mismo modo, podemos obtener una expresión similar para la concen-
tración de huecos p:

p =

{
nio
∑

l

Nvl

Nvo

[
F1/2(ηvl) + 3

2kTBjF3/2(ηvl)
]

exp(ηvl)
(3.41)

exp

(
−χj − χo + Egl − Ego

kBT

)}
exp

(
qφp − qψ

kBT

)
,

donde el sub́ındice j o l se refiere a las diferentes bandas que pueden intervenir
en la población de portadores. El cuasipotencial de Fermi para los huecos se
escribe como qφp = Eio −EFp, y el parámetro ηvl =

Evl−EF p

kBT
.
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En las ecuaciones anteriores, correspondientes a las concentraciones de
electrones (3.40) y huecos (3.41), hemos indicado entre llaves las expresiones
de las concentraciones intŕınsecas efectivas de los electrones y huecos, nien y
niep. Estas expresiones son:

nien = nio
∑

j

Ncj

Nco

[
F1/2(ηcj) + 3

2kTBjF3/2(ηcj)
]

exp(ηcj)
exp

(
χj − χo
kBT

)
, (3.42)

niep = nio
∑

l

Nvl

Nvo

[
F1/2(ηvl) + 3

2kTBjF3/2(ηvl)
]

exp(ηvl)
(3.43)

exp

(
−χj − χo + Egl − Ego

kBT

)
.

Los valores de las concentraciones intŕınsecas efectivas de electrones y hue-
cos, nien y niep, permiten tener en cuenta los efectos de degeneración del semi-
conductor, de la variación de los parámetros con la composición, e incluso de
la existencia de varias bandas o valles, incluyendo efectos de no parabolicidad
de esas bandas. Estas concentraciones son función de la posición, dependen de
las caracteŕısticas de los materiales en cada punto, Nc, Nv, χ y Eg, y además
variarán a medida que se modifique la polarización del dispositivo puesto que
el potencial y los cuasipotenciales de Fermi de los portadores cambian al variar
la polarización. Por tanto, nien y niep, tienen un papel primordial en el modelo
presentado.

Las ecuaciones (3.42) y (3.43) permiten escribir las siguientes expresiones
para las concentraciones de electrones y de huecos de forma compacta como:

n = nien exp

(
qψ − qφn
kBT

)
, (3.44)

p = niep exp

(
qφp − qψ

kBT

)
. (3.45)

Las ecuaciones (3.42) y (3.43), junto con las ecuaciones (3.44) y (3.45),
constituyen el modelo utilizado para expresar la concentración de portadores
en un punto cualquiera de un semiconductor degenerado o no degenerado, en
el que pueden intervenir varias bandas o valles en la población de electrones
y huecos, permitiendo además estudiar bandas no parabólicas.

Podemos simplificar las ecuaciones anteriores para las concentraciones in-
tŕınsecas de electrones y huecos si cada tipo de portador se sitúa en una sola
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banda de enerǵıa y si se prescinde de los factores de no parabolicidad de las
bandas. En este caso,

nien = nio
Nc

Nco
exp

(
χ− χo
kBT

) F1/2

(
χ−χo

kBT
− ln

(
Nco

nio

)
+ qψ−qφn

kBT

)

exp
(
χ−χo

kBT
− ln

(
Nco

nio

)
+ qψ−qφn

kBT

) , (3.46)

niep = nio
Nv

Nvo
exp

(
−χ− χo + Eg − Ego

kBT

)

F1/2

(
−χj−χo

kBT
− Eg−Ego

kBT
− ln

(
Nvo

nio

)
− qφp−qψ

kBT

)

exp
(
−χj−χo

kBT
− Eg−Ego

kBT
− ln

(
Nvo

nio

)
− qφp−qψ

kBT

) . (3.47)

3.1.4. Factor de generación-recombinación

En la derivación de las ecuaciones de continuidad (sección 3.1.2) introduji-
mos el parámetro R que representa la diferencia entre las tasas de recombina-
ción y generación de pares electrón-hueco. La recombinación ocurre cuando un
electrón en la banda de conducción salta a la banda de valencia neutralizando
un hueco, mientras que la generación sucede cuando un electrón de valencia
pasa a la banda de conducción produciendo un hueco. La generación necesita
enerǵıa mientras que la recombinación la libera.

Cuando un semiconductor extŕınseco está en equilibrio térmico existe un
equilibrio dinámico entre los procesos de generación y recombinación, con lo
que R = 0 (principio del balance detallado). Si el equilibrio se rompe, por
ejemplo al aplicar un potencial externo al semiconductor, las concentraciones
de portadores se modifican respecto a sus valores en el equilibrio. Empiezan
a producirse entonces varios procesos de generación-recombinación que tien-
den a restaurar el equilibrio de forma que el exceso o déficit de portadores
es estabilizado si la perturbación se mantiene, o eliminado si la causa pertur-
badora desaparece. Aśı, si la perturbación produce un exceso de portadores,
la recombinación domina sobre la generación (es decir, R > 0) para eliminar
dicho exceso; en caso contrario, la generación domina y R < 0.

La generación-recombinación es provocada por diversos tipos de procesos.
Para cada uno de ellos es necesario obtener una expresión que determine el
valor de R en función de las variables caracteŕısticas del dispositivo. Entre los
principales procesos responsables de la generación-recombinación destacan:
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Recombinación intŕınseca también llamada directa, banda-a-banda o de
transición de fotones.

Recombinación extŕınseca o de transición de dos part́ıculas, de transición
de fonones o Shockley-Read-Hall.

Recombinación Auger o de transición de tres part́ıculas.

Recombinación superficial.

El primer mecanismo de generación-recombinación implica un proceso di-
recto en el cual un electrón pasa de la banda de conducción a la de valencia (o
viceversa) liberando (o absorbiendo) un fotón. Este proceso es importante pa-
ra semiconductores de banda estrecha y semiconductores, como el GaAs, cuya
estructura de bandas permite transiciones directas. La tasa de recombinación
banda-a-banda, RBB , es proporcional a la diferencia entre el producto de las
concentraciones de portadores en ese momento y el que habŕıa en equilibrio.
A la constante de proporcionalidad se le conoce como coeficiente banda-a-
banda, CBB . Teniendo en cuenta que no y po representan las concentraciones
de electrones y de huecos en equilibrio, esta recombinación se puede expresar
como:

RBB = CBB(np− nopo). (3.48)

La forma más importante de generación-recombinación es la extŕınseca.
Este proceso tiene lugar a través de centros de recombinación (impurezas,
imperfecciones de la red, etc). Aśı, la recombinación ocurre en dos pasos, en
el primero un electrón de la banda de conducción es atrapado por el centro,
y en el segundo dicho electrón pasa a la banda de valencia neutralizando un
hueco. Este proceso es t́ıpicamente no-radiactivo. En él se libera (o absorbe
en caso de generación) enerǵıa térmica o, equivalentemente, vibraciones de la
red (fonones). El proceso de recombinación extŕınseca se describe a través del
denominado término de Shockley-Read-Hall:

RSRH =
np− nopo

τp(n+ nT ) + τn(p+ pT )
, (3.49)

que relaciona la recombinación global con las concentraciones de portadores,
siendo τn y τp los tiempos de vida media de electrones y huecos, respectiva-
mente. El término nT (pT ) representaŕıa la concentración de electrones (de
huecos) que habŕıa en la banda de conducción (en la banda de valencia), si el
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nivel de Fermi en equilibrio coincidiese con el nivel de enerǵıa del centro de
recombinación. Su valor es:

nT = no exp
ET − EF
kBT

, (3.50)

pT = po exp
EF − ET
kBT

. (3.51)

La recombinación Auger es un proceso no-radiactivo en el que la recom-
binación directa o v́ıa centros ocurre simultáneamente a la colisión entre dos
portadores del mismo tipo. Existen dos tipos de procesos Auger. En el primero
la enerǵıa que se obtiene de la destrucción de un par electrón-hueco se emplea
en aumentar la enerǵıa de un electrón de la banda de conducción mientras
que, en el segundo esta enerǵıa se emplea en aumentar la de un hueco de la
banda de valencia. Como en el primer proceso intervienen dos electrones la
recombinación es proporcional a n2p y en el segundo, como intervienen dos
huecos ésta es proporcional a np2 por lo tanto:

RA = CAn(n
2p− n2

opo) + CAp(np
2 − nop

2
o), (3.52)

donde CAn es el coeficiente Auger para los electrones y CAp es el coeficiente
Auger para los huecos.

3.2. Correcciones cuánticas

Con el escalado de los dispositivos, las dimensiones caracteŕısticas se apro-
ximan a la longitud de onda de de Broglie, lo que hace que las caracteŕısticas
eléctricas de los dispositivos se vean modificadas con respecto a las predicciones
puramente clásicas. Como ya mencionamos previamente, existen técnicas de
simulación que resuelven las ecuaciones del transporte cuántico. Sin embargo,
estas técnicas son muy costosas computacionalmente, por lo que la aproxima-
ción más extendida actualmente es la inclusión de correcciones a los modelos
semiclásicos para reproducir los efectos cuánticos.

Uno de los modelos más extendidos es el llamado density gradient, que
añade una ecuación a mayores dependiente en el gradiente de la densidad de
portadores. Un modelo estrechamente relacionado con este es el ECBE (ef-
fective conduction band edge). Además, se han propuesto otros modelos para
las correcciones cuánticas, como el modelo “arrastre-difusión cuántico”, que
resuelve las ecuaciones del modelo de arrastre-difusión para las distintas sub-
bandas o los modelos de potencial efectivo, que incluyen en el cálculo de la
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densidad de carga una convolución con una función para imitar la extensión
espacial del paquete de ondas que representa al electrón. A continuación des-
cribiremos estos modelos, con especial énfasis en el density gradient y el ECBE
ya que constituyen la base de nuestra implementación en el simulador.

3.2.1. El modelo density gradient

El modelo density gradient fue introducido por M. Ancona [AT87, AI89]
con la intención de extender la validez del modelo continuo de arrastre-difusión
a la zona de inversión fuerte en uniones MOS. Para ello se extendieron las ecua-
ciones de estado del gas de electrones con una dependencia en el gradiente de la
densidad de portadores. Esto llevó a la obtención de un sistema de ecuaciones
análogo al del modelo arrastre-difusión clásico en el que el potencial era sus-
tituido por un potencial efectivo. A continuación describimos la formulación
para electrones, aunque en el caso de los huecos seŕıa totalmente equivalente.
En este caso el potencial efectivo se escribe como:

ψef = ψ + ψqn, (3.53)

donde el llamado potencial cuántico ψqn tiene la forma:

ψqn = 2bn
∇2√n√

n
, (3.54)

donde la constante bn tiene que ser obtenida a partir de derivaciones mi-
croscópicas de esta aproximación. Una aproximación sencilla es la siguiente.
Partimos de la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula en un potencial
externo ψ(r) en la aproximación de la masa efectiva:

− ~
2

2m∗
∇2ξ − qψ(r)ξ = i~

∂ξ

∂t
, (3.55)

donde ξ es la función de onda de la part́ıcula. Escribiendo la función de onda
en función de su amplitud y su fase, ξ = R exp iS/~, sustituyendo en (3.55) y
separando las partes real y compleja obtenemos las siguientes ecuaciones:

−∂S
∂t

=
(∇S)2

2m∗
− qψ − ~

2

2m∗

∇2R

R
, (3.56)

−∂R
2

∂t
= ∇

(
R2∇S
m∗

)
. (3.57)
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Considerando un estado estacionario y condiciones de corriente nula, S =
−Et + cte, donde E es la autoenerǵıa. Usando esta expresión para la fase, la
ecuación (3.56) queda:

E = −qψ − ~
2

2m∗

∇2
√
P√
P

, (3.58)

donde P = R2 es la densidad de probabilidad, que, para un estado puro, es
proporcional a la densidad de part́ıculas. En el caso de los electrones, aproxi-
mando P ≈ n, obtenemos:

E ≈ −qψ − ~
2

2m∗

∇2√n√
n

= −qψ − ~
2

4m∗

[
∇2 lnn+

1

2
(ln n)2

]
. (3.59)

Comparando las ecuaciones (3.54) y (3.59) podemos obtener un valor para bn:

bn =
~

2

4m∗q
. (3.60)

En esta derivación asumimos una sola subbanda ocupada, lo que puede corres-
ponderse con situaciones de baja temperatura o fuerte confinamiento. Si su-
ponemos que hay más de una subbanda ocupada (alta temperatura o débil
confinamiento), entonces esta constante es:

bn =
~

2

12m∗q
. (3.61)

Una solución habitual es utilizar la expresión

bn =
~

2

4m∗qr
, (3.62)

donde 1 ≤ r ≤ 3 y su valor se selecciona en función de la situación a si-
mular. Además, m∗ también se suele utilizar como parámetro para calibrar
los resultados con los dados por simulaciones autoconsistentes del sistema
Poisson-Schrödinger.

Para especificar por completo la ecuación (3.54) hace falta definir unas
condiciones de contorno. Las condiciones originales establećıan un valor de
la densidad de portadores arbitrariamente pequeño en las uniones semicon-
ductor-aislante. Sin embargo, estas condiciones de contorno sobreestiman el
confinamiento al suponer una barrera de potencial infinita. Más recientemente
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se propusieron otras condiciones de contorno que fijan la derivada sobre la
interfaz [JPM04], teniendo en cuenta la posible penetración de la función de
onda en el óxido. En este caso se asume que la penetración en el óxido de la
densidad de portadores es de la forma

n(z) = n(0)e−2x/xp , (3.63)

donde se asume que z es la dirección normal a la interfaz, que se encuentra en
z = 0, y que

xp =
~√

2m∗
oxΦB

. (3.64)

Este valor es la profundidad de penetración caracteŕıstica obtenida a partir
de la aproximación Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB). Los parámetros de los
que depende esta expresión son la masa efectiva en el óxido, m∗

ox, y la altura
de la barrera semiconductor-óxido, ΦB . A partir de (3.63) se obtiene el valor
de la derivada normal sobre la interfaz,

n̂bn∇
√
n = −box

xp

√
n, (3.65)

donde

box =
~

2

12m∗
oxq

. (3.66)

El parámetro m∗
ox se escoge de tal forma que coincida con del simulacio-

nes Poisson-Schrödinger autoconsistentes unidimensionales de condensadores
MOS.

3.2.2. El modelo effective conduction band edge

El modelo density gradient presentado en la sección anterior tiene como
principal problema la necesidad de calcular derivadas segundas sobre funcio-
nes de la densidad de portadores. Esto puede ser de importancia secundaria en
simulaciones arrastre-difusión, pero será fundamental para utilizar la correc-
ción cuántica en simulaciones Monte Carlo, donde la densidad de portadores
es una cantidad muy ruidosa.

El modelo effective conduction band edge (ECBE) [wTW04] trata de trans-
formar la dependencia en la densidad de portadores en una dependencia en
los potenciales. Para ello se asume que la densidad de portadores depende de
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forma exponencial del potencial. En el caso de los electrones esta dependencia
es de la forma

n ∝ e−ψef . (3.67)

Sustituyendo esta dependencia en la ecuación (3.59), obtenemos la ecuación
que debemos resolver en el modelo ECBE:

ψef = ψ +
q~2

4rm∗kBT

[
∇2ψef +

q

2kBT
(∇ψef )2

]
. (3.68)

Esta ecuación tiene el problema de que la masa utilizada en las direcciones de
confinamiento y transporte es la misma. Sin embargo, el efecto de las correc-
ciones cuánticas puede ser diferente y podemos estar interesados en calibrar su
efecto en estas dos direcciones de forma independiente. Esto es necesario, por
ejemplo, para reproducir el efecto túnel de fuente a drenador, sobreestimado
si usamos un valor demasiado bajo de la masa longitudinal [BAW02]. En este
caso hemos de partir de la ecuación (3.55) modificada para incluir el tensor de
masa efectiva 1

m∗ :

−~
2

2
∇
[(

1

m∗

)
∇ξ
]

+ qψ(r)ξ = i~
∂ξ

∂t
. (3.69)

Siguiendo los mismos pasos que antes llegamos a la siguiente ecuación para el
potencial efectivo:

ψef = ψ+
q~2

4rkBT

{
∇
[(

1

m∗

)
∇ψef

]
+

q

2kBT

[
∇ψef

(
1

m∗

)
∇ψef

]}
. (3.70)

3.2.3. Otras aproximaciones

Aparte de los dos modelos presentados hasta ahora, existen otros méto-
dos para aproximar los efectos cuánticos. En el caso de simulaciones arrastre-
difusión, una de las opciones es utilizar el modelo “arrastre-difusión cuántico”
[BGG+08]. En este caso en primer lugar se obtienen las subbandas a partir
del sistema Poisson-Schrödinger con ciertas simplificaciones y luego se utiliza
el modelo de arrastre-difusión para cada subbanda. Finalmente, para obtener
la corriente total se suma a todas las subbandas:

Jn =
∑

i

(
µinn

i∇Eisb + qDi
n∇ni

)
, (3.71)
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donde Esb está compuesta por dos términos, el potencial eléctrico y un po-
tencial de corrección cuántica que depende de la subbanda y que, en estado
estacionario, se corresponde con la enerǵıa cinética asociada al movimiento
vibracional normal a la interfaz semiconductor-óxido.

Otro modelo es el del potencial efectivo [FAV00], muy utilizado en simula-
ciones Monte Carlo. En este caso el potencial efectivo en el que se mueven las
part́ıculas se obtiene a partir de la convolución del potencial electrostático y
una función que representa la extensión espacial del paquete de ondas asociado
al electrón:

ψef =

∫
dr′ψ(r′)F (r − r′), (3.72)

donde F es la función que se usa para representar el tamaño finito de las
part́ıculas. La formulación original del método [FAV00] utilizaba una gaussiana
para esta representación. Sin embargo, aunque este sigue siendo el método
más común, también se ha propuesto el uso de distribuciones de Pearson para
representar a las part́ıculas [JBSM+08]. Este último método permite solucionar
el principal problema de que presentaba esta aproximación, la obtención de
una distribución de portadores bastante diferente a la obtenida al resolver el
sistema Poisson-Schrödinger.

3.3. Escalado de las variables

En las secciones anteriores hemos descrito las ecuaciones de los modelos
usando su forma original. Sin embargo, para mejorar las propiedades numéricas
de estas ecuaciones en la simulación, se suele introducir un escalado de las
variables de tal forma que se obtengan cantidades adimensionales y que se
aislen los parámetros dimensionales relevantes de los que depende el modelo.

Si ω̃ es el factor de escalado de la variable ω, el valor de la variable escalada
y adimensional ω∗ vendrá dado por

ω∗ =
ω

ω̃
. (3.73)

Existen diferentes formas de escalar las variables, algunas de ellas recogidas
en [DeM68a, DeM68b, Sel84, Mar86]. En nuestro caso el escalado utilizado
está recogido en [Mar86] y parte de las siguientes premisas:

Las longitudes están referidas a la longitud caracteŕıstica del dispositivo
l̃ elegida de tal forma que l sea del mismo orden de magnitud que el
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diámetro del dominio semiconductor:

l̃ = O(diam(Ω)). (3.74)

Los potenciales están escalados por el potencial térmico VT = kBT
q .

Las concentraciones de portadores se escalan por una concentración ca-
racteŕıstica C̃ que se elige de tal forma que resulte del mismo orden de
magnitud que la máxima concentración de impurezas:

C̃ = O

(
máx

Ω
|C(x)|

)
. (3.75)

De esta forma, las concentraciones escaladas máximas serán del orden
de la unidad.

Las movilidades se escalan por una movilidad de referencia µ̃ elegida de
tal forma que µn/µ̃ sea como máximo del orden de la unidad.

Los valores de los factores de escala resultantes para los distintos paráme-
tros pueden encontrarse en [Mar86]. En la tabla 3.1 se indican algunos de los
principales factores de escalado utilizados y su valor t́ıpico.

Es posible reescribir, en función de las variables escaladas, las ecuaciones
que modelan el comportamiento de los dispositivos en la aproximación de
arrastre-difusión. Denotando las nuevas variables escaladas con los mismos
śımbolos que las antiguas, las ecuaciones de Poisson y continuidad se expresan
como:

λ2∇2ψ = (n− p−C), (3.76)

∇Jn −
∂n

∂t
= R, (3.77)

∇Jp +
∂p

∂t
= −R, (3.78)

ψqn = 2bn
∇2√n√

n
, (3.79)

ψqp = −2bp
∇2√p
√
p
. (3.80)
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Śımbolo Significado Factor escala Valor t́ıpico

x posición l̃ 5 × 10−3 cm

t tiempo
el2

eµVT
9,7 × 10−7 s

φ potencial VT 0,0259V

n concent. de e− C̃ 1019cm−3

p concent. de h+ C̃ 1017cm−3

Jn dens. corriente de e− qVT
eCeµ

el
83Acm−2

Jp dens. corriente de h+ qVT
eCeµ

el
83Acm−2

µn movilidad de e− µ̃ 1000cm2V −1s−1

µp movilidad de h+ µ̃ 1000cm2V −1s−1

C concent. de dopantes C̃ 1017cm−3

R recombinación VT eµ eC
el2

1,1 × 1023cm−3s−1

τn tiempo vida media e−
el2

eµVT
9,7 × 10−7s

τp tiempo vida media h+ el2

eµVT
9,7 × 10−7s

Tabla 3.1: Factores de escalado

El parámetro λ, cuyo cuadrado multiplica al laplaciano del potencial en la
ecuación de Poisson escalada 3.76, viene dado por:

λ =
λD

l̃
, λD =

√
εVT

qC̃o
, (3.81)

siendo λD la longitud de Debye caracteŕıstica del dispositivo. En la mayoŕıa
de las situaciones, λ es un parámetro muy pequeño, t́ıpicamente del orden de
10−3 a 10−5.

3.4. Discretización de las ecuaciones de arrastre-

difusión y density gradient

Los modelos descritos en la sección anterior están formados por las ecua-
ciones diferenciales que modelan el comportamiento de los dispositivos objeto
de estudio. La resolución de este sistema de ecuaciones diferenciales no se
puede hacer anaĺıticamente, por lo que hemos de buscar soluciones utilizan-
do métodos numéricos. Para ello discretizaremos las ecuaciones utilizando el
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método de los elementos finitos (MEF). Esta es una técnica numérica que re-
suelve, de forma aproximada, problemas descritos por ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales o que pueden ser descritos como minimización de un
funcional. En lugar de aproximar la ecuación directamente, como ocurre en
otros métodos, se reformula el problema de forma variacional, utilizando una
integral sobre el dominio del problema que involucra la ecuación diferencial.
Después, mediante el método de Ritz-Galerkin [BCO81], se busca solución en
un subespacio finito del espacio infinito de funciones base. Normalmente este
subespacio consiste en polinomios de orden bajo definidos sobre una partición
del dominio, en nuestro caso compuesta por tetraedros. El resultado de esta
aproximación es un sistema algebraico disperso de dimensión finita.

A continuación se muestra una breve introducción al método de los ele-
mentos finitos, para posteriormente aplicarlo a las ecuaciones que resolveremos
en las simulaciones de dispositivos: la ecuación de Poisson, las ecuaciones de
continuidad y las ecuaciones del modelo density gradient.

3.4.1. El método de los elementos finitos

Empezamos considerando el siguiente problema en el dominio Ω para in-
troducir el método de los elementos finitos:

−∇2u(x) = f ∀x ∈ Ω, (3.82)

u(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω. (3.83)

Esta formulación del problema es la llamada formulación fuerte. En este
caso buscamos una función u que satisfaga la ecuación y las condiciones de
contorno en todo punto del dominio Ω. Esto suele ser una exigencia demasiado
estricta para poder encontrar la solución, por lo que usaremos una formulación
que imponga condiciones más suaves a la solución y a sus derivadas, la formu-
lación débil o variacional. Esta formulación se adapta bien tanto a soluciones
irregulares (con derivada discontinua, por ejemplo) como a soluciones “bien
comportadas”.

El objetivo es reformular el problema para buscar funciones u que satis-
fagan la ecuación diferencial y las condiciones de contorno en el sentido de
“medias ponderadas”. Con esto se quiere decir que se satisfaga:

−
∫

Ω
∇2uv dx =

∫

Ω
fv dx, (3.84)



96 CAPÍTULO 3. EL MODELO DE ARRASTRE-DIFUSIÓN

para todos los miembros v de un tipo de funciones. Estas funciones v, llamadas
funciones de ponderación o funciones de test, pueden ser cualquier función de
x tal que la integral tenga sentido. Al conjunto de funciones de este tipo,
que además verifiquen v(x) = 0 en ∂Ω, lo llamaremos H. La formulación del
problema queda de la siguiente forma: encontrar una función u tal que

∫

Ω
(∇2u+ f)v dx = 0 ∀v ∈ H, (3.85)

u = 0 ∀x ∈ ∂Ω. (3.86)

Al término r(x) = ∇2u + f se le llama residuo. La solución de (3.82)
también lo es de (3.85) y además es su única solución.

La formulación débil presentada tiene un problema, el conjunto de funcio-
nes al que pertenece la función u, H̃, no tiene que ser el mismo que el conjunto
H. Para evitar esta falta de simetŕıa podemos reformular el problema toman-
do, sin pérdida de generalidad, el mismo conjunto de funciones H1

0 para la
función solución y para la función de test, verificando además las condiciones
de frontera.

Además, considerando la siguiente relación,

∇(g∇h) = ∇g∇h+ g∇2h (3.87)

y el teorema de Green-Gauss, obtenemos:
∫

Ω
∇g∇hdx = −

∫

Ω
g∇2hdx+

∫

∂Ω
g
∂h

∂n
dS, (3.88)

en el que ∂h
∂n es la derivada normal a la superficie S. Para nuestro ejemplo

obtenemos la siguiente formulación variacional del problema:
∫

Ω
∇u∇v dx =

∫

Ω
fv dx, ∀v ∈ H1

0 . (3.89)

El conjunto H1
0 es la clase de funciones admisibles para el problema (3.89).

El término más irregular de la expresión es ∇u∇v. Como v puede ser cualquier
función del conjunto de funciones admisibles y puede suceder que v = u, (∇v)2
debe ser integrable. Si verifica esto se dice que tiene primera derivada cuadrado
integrable. Por tanto, definiremos H1

0 como el conjunto de funciones que se
anulen en la frontera del dominio y que tengan primera derivada cuadrado
integrable: ∫

Ω
(∇w)2 dx <∞

w = 1 ∀x ∈ ∂Ω



 . (3.90)
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El problema que queremos resolver a continuación es el de buscar solucio-
nes aproximadas a (3.89). H1

0 es un espacio lineal de funciones de dimensión
infinita. Esto implica que la función u puede expresarse de la siguiente forma
usando una base {φi}∞i=1:

u(x) =

∞∑

i=1

αiφi(x). (3.91)

El método de Galerkin consiste en buscar una aproximación de la solución, uN ,
en el subespacio N -dimensional de H1

0 definido por un grupo de N funciones

{φ1, φ2, . . . , φN} al que llamaremos H
(N)
0 :

uN (x) =

N∑

i=1

αiφi(x). (3.92)

Con esta aproximación, el problema queda ahora de la siguiente forma: encon-

trar uN ∈ H
(N)
0 tal que

∫

Ω
(∇uN∇vN ) dx =

∫

Ω
fvN dx ∀vN ∈ H

(N)
0 . (3.93)

Dado que los φi son conocidos, la solución aproximada quedará determinada
por los N coeficientes αi. Estos coeficientes se conocen como grados de libertad
de la aproximación. Para obtener sus valores sustituimos las aproximaciones
de u y v en (3.93). Llegamos a una expresión de la siguiente forma:

N∑

i=1

βi(

N∑

j=1

Kijαj − Fi) = 0, (3.94)

donde

Kij =

∫

Ω
∇φi∇φj dx (3.95)

y

Fi =

∫

Ω
fφi dx, (3.96)

con i = 1, 2, . . . , N .

La matriz K = [Kij ], de tamaño N ×N , es habitualmente llamada matriz
de rigidez, y F = {Fi} vector de carga. Como los coeficientes del desarrollo



98 CAPÍTULO 3. EL MODELO DE ARRASTRE-DIFUSIÓN

de la función de test (βi) son arbitrarios, (3.94) representa un sistema de N
ecuaciones que deben satisfacer los αj :

N∑

j=1

Kijαj − Fi = 0, i = 1, 2, . . . ,N. (3.97)

Las funciones φi se eligieron de forma que fueran independientes, por lo
que la matriz K será invertible. Por tanto, la solución que estamos buscando,
el vector {αi}, se puede obtener resolviendo el sistema (3.94):

αj =
N∑

i=1

(K−1)jiFi. (3.98)

Las propiedades numéricas de la matriz K están totalmente determinadas por
la elección que hagamos de las funciones φi y por la geometŕıa del dominio Ω.

El método de los elementos finitos proporciona una forma general y sis-

temática para generar las funciones base del espacio de dimensión finita H
(N)
0 .

Este método da lugar a unas funciones básicas que se definen a trozos sobre
subregiones del dominio llamadas elementos finitos que en el caso tridimensio-
nal pueden ser tetraedros, cubos, prismas, pirámides, etc.

Con el fin de simplificar la construcción de las funciones base φi se definen
un conjunto de funciones elementales ϕel , conocidas como funciones de forma,
sobre cada elemento finito. El ı́ndice e = 1, . . . ,N referencia los elementos
de la partición y el ı́ndice l el vértice P del elemento que se está tratando,
con l = 1, 2, 3, 4 si se usan elementos tetraédricos. Las funciones ϕel se pueden
definir como:

ϕel (Pi) =

{
1 i = l
0 i 6= l

De esta forma, cualquier función base φi se puede definir sumando las
contribuciones de todas las funciones de forma definidas sobre el vértice i-
ésimo,

φi =
∑

e∋i

ϕei . (3.99)

Además de esto vamos a introducir un elemento de referencia normalizado, el
elemento maestro o patrón, sobre el que se realizarán todos los cálculos para
simplificar las operaciones. En el caso de elementos tetraédricos las funciones
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Figura 3.2: Elemento maestro tetraédrico de cuatro nodos.

de forma para este tetraedro, representado en la figura 3.2, son,

ϕ̂0 = 1 − ξ − η − ζ, (3.100a)

ϕ̂1 = ξ, (3.100b)

ϕ̂2 = η, (3.100c)

ϕ̂3 = ζ. (3.100d)

Como se puede ver en la figura 3.2, ξ, η, ζ ∈ [0, 1]. La introducción de
este elemento maestro simplifica los cálculos de la matriz de rigidez y del
vector de carga. El cálculo de las integrales sobre los elementos originales seŕıa
una labor más complicada, ya que tendŕıamos que considerar los ĺımites de
integración diferentes para cada elemento. Al introducir una transformación
entre un elemento de referencia Ω̂ y un elemento arbitrario Ωe podemos realizar
las operaciones sobre Ωe en Ω̂. Esta transformación se hace realizando un
mapeo Te de Ω̂ en Ωe definido por el cambio de coordenadas

Te :
x = x(ξ, η, ζ)
y = y(ξ, η, ζ)
z = z(ξ, η, ζ)



 (3.101)

Al introducir esta transformación podemos ver la generación de la malla
de E elementos como una secuencia de transformaciones {T1, T2, . . . , TE} en la
que cada elemento Ωe es la imagen del elemento maestro Ω̂ bajo el mapeo Te.
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Figura 3.3: Transformación entre el tetraedro maestro y un tetraedro ar-
bitrario.

Una ilustración de este proceso de mapeo se muestra en la figura 3.3. Podemos
construir estas transformaciones a utilizando las funciones de forma:

x =

3∑

j=0

xjϕ̂j(ξ, η, ζ), (3.102a)

y =

3∑

j=0

yjϕ̂j(ξ, η, ζ), (3.102b)

z =
3∑

j=0

zjϕ̂j(ξ, η, ζ), (3.102c)

donde Pi = (xi, yi, zi) con i = 0, 1, 2, 3 son los cuatro vértices del tetraedro
Ωe. En primer lugar podemos ver que las funciones x, y, z son continuamente
diferenciables con respecto a ξ, η, ζ. En este caso los diferenciales dξ, dη, dζ se
transforman en dx, dy, dz de la siguiente forma:




dx
dy
dz


 =




∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂y
∂ζ

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂z
∂ζ







dξ
dη
dζ


 . (3.103)
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La matriz de derivadas parciales, que se denota por Je, es la matriz jacobia-
na de la transformación Te. Podemos escribir la matriz de forma expĺıcita si
insertamos las expresiones (3.100) y (3.102) en (3.103),

Je =




x1 − x0 x2 − x0 x3 − x0

y1 − y0 y2 − y0 y3 − y0

z1 − z0 z2 − z0 z3 − z0


 . (3.104)

La matriz jacobiana de la transformación nos permite el cálculo directo de
integrales y gradientes utilizando el elemento maestro:

∫

Ωe

g(x, y, z) dx dy dz =

∫

bΩ
ĝ(ξ, η, ζ)|Je| dξ dη dζ, (3.105)

∇g(x, y, z) = J−t
e ∇̂ĝ(ξ, η, ζ), (3.106)

siendo ĝ(ξ, η, ζ) = g(x(ξ, η, ζ), y(ξ, η, ζ), z(ξ, η, ζ)), |Je| el determinante de la
matriz jacobiana y J−t

e la inversa de la traspuesta de esta misma matriz.
Además de estas operaciones también deberemos, en general, tratar inte-

grales de superficie. Para esto introducimos un conjunto de transformaciones
{ws} que proyectan un elemento patrón de un espacio bidimensional sobre ca-
da cara ∂Ω̂. Finalmente, con la definición de la transformación te que proyecta
esta cara ∂Ω̂ en la cara ∂Ωe del elemento original, podemos obtener la integral
de superficie ∫

∂Ωe

hdSe =

∫

bS
(ĥ ◦ ws)|j| dS, (3.107)

donde ĥ = h ◦ te y |j| es el determinante de la matriz jacobiana de la trans-
formación.

3.4.2. Ecuación de Poisson

En este primer caso mostramos el proceso de discretización de la ecuación
de Poisson no escalada (3.10) en lugar de (3.76). Aśı, la ecuación a discretizar
es:

∇(ε∇ψ) = q(n− p+N−
A −N+

D ) = q(n− p− C) x ∈ Ω, (3.108)

sujeta a las siguientes condiciones de contorno:

∂ψ

∂n

∣∣∣∣
∂ΩN

= 0, (3.109)
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ψ
∣∣∣
∂ΩD

= ψD

∣∣∣
∂ΩD

, (3.110)

donde ∂ΩN son las fronteras tipo Neumann y ∂ΩD las fronteras tipo Dirichlet,
que en nuestro caso son los contactos de drenador, puerta y fuente. Si además
se tiene en cuenta la presencia de una carga interfacial QI entre dos materiales
a y b, entonces es necesario considerar otra condición de contorno,

εa
∂ψ

∂n

∣∣∣∣
∂ΩI,a

− εb
∂ψ

∂n

∣∣∣∣
∂ΩI,b

= QI . (3.111)

Utilizando la misma metodoloǵıa que en la sección anterior podemos dis-
cretizar la ecuación de Poisson (3.108) sujeta a las condiciones de contorno
(3.109), (3.110) y (3.111).

Sea H1
0 (Ω) el espacio de funciones con derivada cuadrado integrable y que

satisfacen las condiciones de contorno especificadas. La formulación débil del
problema anterior se obtiene multiplicando la ecuación 3.108 por una función
de test arbitraria ξ,

∇(ε∇ψ)ξ = q(n− p− C)ξ, ∀ξ ∈ H1
0 (Ω). (3.112)

Integrando en Ω y aplicando el teorema de Green-Gauss al primer término de
la ecuación se obtiene

−
∫

Ω
ε(∇ψ)t∇ξ dΩ +

∫

∂Ω
ε
∂ψ

∂n
ξ dS =

∫

Ω
q(n− p− C)ξ dΩ,

∀ξ ∈ H1
0 (3.113)

Usando el método de Galerkin buscamos una solución aproximada de esta
ecuación en un subespacio de dimensión finita HK

0 del espacio H1
0 . Sea {θi}Ki=1

base de HK
0 ⊂ H1

0 . Expresando las funciones de test en esta base obtenemos
K ecuaciones,

−
∫

Ω
ε(∇ψ)t∇θi dΩ +

∫

∂Ω
ε
∂ψ

∂n
θi dS =

∫

Ω
q(n− p−C)θi dΩ,

∀i = 1, . . . ,K. (3.114)

Si además expresamos las aproximaciones de las funciones ψ, n, p y C en esta
misma base y aplicamos las condiciones de contorno sobre una interfaz ∂ΩI
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con carga interfacial QI , obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

K∑

j=1

ψj

∫

Ω
ε(∇θj)t∇θi dΩ +

∫

∂ΩI

QIθi dS+

+

K∑

j=1

∫

Ω
q(nj − pj − Cj)θjθidΩ = 0,

∀i = 1, . . . ,K. (3.115)

Como dijimos antes, con el objetivo de facilitar los cálculos, introducimos
las funciones base y calculamos las integrales sobre el elemento patrón. De
esta forma obtenemos la expresión final para la resolucion de la ecuación de
Poisson:

K∑

j=1

ψj
∑

e∋i,j

∫

bΩ
ε(∇̂ϕ̂j)tJ−1

e J−t
e ∇̂ϕ̂i|Je| dΩ̂ +

∑

s∋i

∫

∂bΩI

QI ϕ̂i|js| dŜ+

+
K∑

j=1

q(nj − pj − Cj)
∑

e∋i,j

∫

bΩ
ϕ̂jϕ̂i|Je| dΩ̂ =

= 0, ∀i = 1, . . . ,K. (3.116)

Aplicando las reglas de escalado a este sistema de ecuaciones obtendŕıamos
el sistema final que se usaŕıa en la simulación.

3.4.3. Ecuaciones de continuidad

En la discretización de las ecuaciones de continuidad de electrones y huecos
en estado estacionario se toman como punto de partida las siguientes expre-
siones escaladas (Jn → qJn):

∇Jn = R, (3.117)

∇Jp = −R, (3.118)

Jn = −µnn∇(φn), (3.119)

Jp = −µpp∇(φp), (3.120)

R = RBB +RA +RSRH , (3.121)

∀x ∈ Ω,
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junto con las condiciones contorno,

n|∂ΩD
= neq, p|∂ΩD

= peq, (3.122)

∂n

∂ν

∣∣∣∣∣
∂ΩN

= 0,
∂p

∂ν

∣∣∣∣∣
∂ΩN

= 0. (3.123)

Una primera aproximación en la búsqueda de la solución numérica de es-
tas ecuaciones consistiŕıa en proceder como en el caso general explicado en la
sección 3.4.1, de tal forma que, tomando como ejemplo la ecuación de conti-
nuidad de electrones, se realizaŕıa una formulación variacional del problema y
se aplicaŕıa el teorema de Green-Gauss:

∫

Ω
µnn∇(φn)∇θi dΩ =

∫

Ω
Rθi dΩ (3.124)

A partir de esta ecuación se realizaŕıa una formulación en términos de las
funciones de forma y se integraŕıa sobre el elemento patrón. Pero es necesario
tener en cuenta que la discretización de las ecuaciones de continuidad requiere
un cuidado especial, debido al comportamiento de capa que presenta el poten-
cial y las concentraciones de portadores. Se puede demostrar [Mar86] que, para
un dispositivo unidimensional, la discretización estándar de las ecuaciones sólo
conduce a soluciones aceptables si se verifica que:

máx
i

|ψi+1 − ψi| ≪ 1 (3.125)

donde ψi representa el potencial en el vértice i-ésimo de la discretización. Esta
es una condición muy restrictiva, pues requiere que las zonas de transición, en
las que el potencial vaŕıa de forma brusca, sean discretizadas con un tamaño de
malla muy fino. Aśı, si un número pequeño de puntos de la malla cae dentro de
esta capa, |ψi+1 −ψi| puede tomar valores muy grandes y el esquema estándar
no obtiene resultados satisfactorios.

En un caso multidimensional la situación es la misma por lo que es ne-
cesario que el potencial vaŕıe lentamente en cada elemento finito. Esto puede
requerir mallas excesivamente finas con un número de vértices muy elevado,
lo que hace muy costosa, en términos de memoria y tiempo de computación, y
a veces imposible su realización práctica. Por tanto, es necesario utilizar otros
métodos de discretización que eviten este problema.

Uno de los métodos más importantes utilizado para evitar este problema
fue propuesto inicialmente por Scharfetter y Gummel [SG69] para un dispo-
sitivo unidimensional usando una aproximación en diferencias finitas, aunque
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posteriormente fue aplicado a varias dimensiones y tipos de elementos no sólo
usando diferencias finitas sino también elementos finitos.

Con esta aproximación es posible obtener discretizaciones apropiadas pa-
ra las ecuaciones de continuidad en sistemas unidimensionales teniendo en
cuenta que las densidades de corriente Jn y Jp son unas funciones que vaŕıan
lentamente, es decir, no presentan comportamiento de capa como el potencial.
De esta forma, es posible aproximar Jn y Jp mediante funciones con valor
constante sobre cada elemento. Calculando estas funciones, y aproximando la
densidad de corriente como combinación lineal de las mismas, se pueden ob-
tener nuevas formulaciones del problema que conducen a mejores resultados.
Es preciso tener en cuenta que en casos multidimensionales las densidades de
corriente pueden exhibir también comportamiento de capa, pero sin embargo,
su variación va a ser mucho menor que la de ψ, n o p.

El procedimiento de este método se detalla a continuación sólo para la
ecuación de continuidad de electrones, puesto que la formulación seŕıa análoga
para la ecuación de continuidad de huecos.

Sea Ge el centro de gravedad de un elemento Ωe y ψ△(x) la función del
potencial eléctrico definido sobre el elemento finito. Es posible obtener una
aproximación de la densidad de corriente sobre el elemento Ωe aproximando
µn por su valor µn,Ge en el centro, y φn por funciones definidas a trozos sobre
el dominio. Haciendo estas consideraciones se expresa Jn sobre el elemento
finito como el vector

Jn,Ge = −µn,Genien,Gee
[ψ△(x)−φn,△(x)]∇φn,△(x) ∀x ∈ Ωe. (3.126)

De esta forma,

Jn =
∑

e

Jn,Ge . (3.127)

Pasando a integrar sobre el elemento patrón y usando ∇g = J−t
e ∇̂ĝ se

transforma la ecuación anterior en,

Jn,Ge = −µn,Genien,Gee
[ψ△(bx)−φn,△(bx)]J−t

e ∇̂φn,△(x̂) ∀x̂ ∈ Ω̂. (3.128)

Si se multiplican ambos términos de la ecuación anterior por e−ψ△(bx)J te,
integrando la j-ésima componente con respecto a x̂j en el intervalo [0, 1] y
teniendo en cuenta que ∂x

∂bx es constante sobre el elemento patrón, tras invertir
el cambio de variables se obtiene,

Jn,Ge = µn,Genien,Gee
ψ△(P0)J−t

e BT (ψ△)J te∇e−φn,△(x) (3.129)
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siendo {P0, . . . , Pd} los vértices del elemento Ωe, ψ(Pi) el valor del potencial
en el vértice i-ésimo y Be(ψ) la matriz diagonal

BT (ψ) =




B(ψ(P0) − ψ(P1)) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · B(ψ(P0) − ψ(Pd))


 , (3.130)

donde B es la función de Bernoulli definida como [Sel84]

B(z) =





z
(ez−1) si |z| ≥ 10−4

1 − z
2

(
1 + z

6

)(
1 − z2

60

)
si |z| < 10−4

(3.131)

Expresando la ecuación de continuidad de electrones en función del valor
de la densidad de corriente en cada elemento se obtiene,

∑

Ωe

∇Jn,Ge = R. (3.132)

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno, la formulación variacional
de esta ecuación se puede expresar como:

∑

e

∫

Ωe

Jn,Ge∇ξdΩe = −
∑

e

∫

Ωe

Rξ dΩe, ∀ξ ∈ H1
0 (Ω ∪ ∂ΩN ). (3.133)

Sustituyendo en la expresión anterior el valor de la densidad de corriente

expresado en la fórmula (3.129) y tomando una base finita,
{
θi
}K
i=1

, del espacio
H1

0 (Ω ∪ ∂ΩN ) se obtiene:

∑

e

∫

Ωe

µn,Genien,Gee
ψ△(P0)(∇e−φn,△(x))tJeB

t
T (ψ△)J−1

e ∇θi dΩe =

= −
∑

e

∫

Ωe

Rθi dΩe, ∀i = 1, . . . ,K. (3.134)

A continuación, se expresa el término de recombinación R como combina-
ción lineal de las funciones de la base, sabiendo que su valor en el nodo i-ésimo
es:

Ri = CBBi(nipi − noipoi) +
nipi − noipoi

τpi(ni + nT i) + τni(pi + pT i)
+

+CAni(n
2
i pi − n2

oipoi) + CApi(nip
2
i − noip

2
oi). (3.135)
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Por último, utilizando la expresión anterior junto con la relación

∇e−φn,△(x) = ∇




K∑

j=1

e−φn,jθj


 =

K∑

j=1

e−φn,j∇θj,

reemplazando las funciones elementales por las funciones de forma e integrando
sobre el elemento patrón, es posible expresar la expresión (3.134) como:

∑

e

∑

j∈e

µn,Genien,Gee
ψ△(P0)e−φnj

∫

bΩ
(∇̂ϕ̂j)tBt

T (ψ△)J−1
e J−t

e ∇̂ϕ̂i|Je| dΩ̂ =

= −
∑

e

∑

j∈e

Rj

∫

bΩ
ϕ̂jϕ̂i dΩ̂, ∀i = 1, . . . ,K.

(3.136)

En el caso de la ecuación de continuidad de huecos se realizaŕıa el mismo
procedimiento y la expresión final obtenida seŕıa:

∑

e

∑

j∈e

µp,Geniep,Gee
−ψ△(P0)eφpj

∫

bΩ
(∇̂ϕ̂j)tBt

T (−ψ△)J−1
e J−t

e ∇̂ϕ̂i|Je| dΩ̂ =

= −
∑

e

∑

j∈e

Rj

∫

bΩ
ϕ̂jϕ̂i dΩ̂, ∀i = 1, . . . ,K.

(3.137)

3.4.4. Ecuaciones del modelo density gradient

Al igual que para el caso de las ecuaciones de continuidad, sólo detallamos
la discretización de la ecuación correspondiente a los electrones, ya que en el
caso de los huecos seŕıa análoga. Partiendo de las ecuaciones escaladas usando
los factores indicados anteriormente, empezamos mostrando el proceso en el
caso de considerar una masa efectiva isótropa. Para esto usamos la ecuación
(3.54) para electrones,

ψqn = 2bn
∇2√n√

n
, (3.138)
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sujeta a las condiciones de contorno

bn∇
√
n · n

∣∣∣
∂ΩN

= 0, (3.139)

bn∇
√
n · n

∣∣∣
∂ΩR

= box

√
n

xp
, (3.140)

ψqn

∣∣∣
∂ΩD

= 0, (3.141)

donde la frontera ∂Ω del dominio de simulación Ω se divide en una parte tipo
Neumann ∂ΩN , una parte tipo Dirichlet ∂ΩD y una parte tipo Robin ∂ΩR.

Teniendo en cuenta que
√

n
ni

=
√
eψ−φn+ψqn , y usando una nueva variable

u = 1
2(ψ − φn + ψqn), podemos obtener la siguiente expresión:

2bn
∇2eu

eu
= 2u− ψ + φn. (3.142)

Podemos aplicar el método de elemento finitos para discretizar esta ecua-
ción. Usando el teorema de Green-Gauss, y asumiendo que v es la función de
test, podemos obtener:

∫

∂Ω
2bn

v

eu
∇eun dS −

∫

Ω
2bn∇

( v
eu

)
∇eu dΩ =

=

∫

Ω
(2u− ψ + φn)v dΩ, ∀i = 1, . . . ,K. (3.143)

Si desarrollamos la expresión y sustituimos las variables por sus aproxima-
ciones en el subespacio HK

0 obtenemos

K∑

j=1

uj

∫

∂Ω
2bnθi∇θjn dS −

K∑

j=1

uj

∫

Ω
2bn(∇θi)t∇θj dΩ+

+

K∑

j=1

K∑

l=1

ujul

∫

Ω
2bnθi(∇θj)t∇θl dΩ =

=
K∑

j=1

(2uj − ψj + φn,j)

∫

Ω
θiθj dΩ,

∀i = 1, . . . ,K. (3.144)
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Introduciendo las funciones base y calculando las integrales sobre el ele-
mento patrón, obtenemos la expresión final utilizada para la resolución de la
ecuación del modelo density gradient con masa isótropa:

K∑

j=1

uj
∑

s∋i,j

∫

∂bΩ
2bnϕ̂i∇ϕ̂jn|js| dŜ−

−
K∑

j=1

uj
∑

e∋i,j

∫

bΩ
2bn(∇̂ϕ̂i)tJ−1

e J−t
e ∇̂ϕ̂j |Je| dΩ̂+

+

K∑

j=1

K∑

l=1

ujul
∑

e∋i,j,l

∫

bΩ
2bnϕ̂i(∇̂ϕ̂j)tJ−1

e J−t
e ∇̂ϕ̂l|Je| dΩ̂ =

=

K∑

j=1

(2uj − ψj + φn,j)
∑

e∋i,j

∫

bΩ
ϕ̂iϕ̂j |Je| dΩ̂, ∀i = 1, . . . ,K. (3.145)

Si en lugar de considerar la masa efectiva como un escalar consideramos su
carácter tensorial en el cristal, la ecuación que debemos resolver para obtener
ψqn es:

ψqn = 2
∇([bn]∇(

√
n))√

n
, (3.146)

donde

[bn] =
~

2

4qr




1/mxx 0 0
0 1/myy 0
0 0 1/mzz


 .

Si usamos la variable u obtenemos la siguiente ecuación para discretizar:

2
∇([bn]∇eu)

eu
= 2u− ψ + φn. (3.147)

Una vez simplificada, la formulación variacional de esta ecuación es:

∫

∂Ω
2v(∇u)t[bn]tn dS −

∫

Ω
2(∇v)t[bn]∇u dΩ+

+

∫

Ω
2v(∇u)t[bn]∇u dΩ =

∫

Ω
(2u− ψ + φn)v dΩ, (3.148)

donde v es la función de test y n un vector normal a la superficie ∂Ω.
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Empleando las funciones de forma sobre los elementos e integrando pos-
teriormente sobre el elemento patrón podemos reescribir las ecuaciones en su
forma final:

2

K∑

j=1

uj
∑

s∋i,j

∫

∂bΩ
ϕ̂i(∇ϕ̂j)t[bn]tn|js| dŜ−

−2
K∑

j=1

uj
∑

e∋i,j

∫

bΩ
(∇̂ϕ̂i)tJ−1

e [bn]J
−t
e ∇̂ϕ̂j |Je| dΩ̂+

+2

K∑

j=1

K∑

l=1

ujul
∑

e∋i,j,l

∫

bΩ
ϕ̂i(∇̂ϕ̂j)tJ−1

e [bn]J
−t
e ∇̂ϕ̂l|Je| dΩ̂ =

=
K∑

j=1

(2uj − ψj + φn,j)
∑

e∋i,j

∫

bΩ
ϕ̂iϕ̂j |Je| dΩ̂, ∀i = 1, . . . ,K. (3.149)

Un proceso similar con la ecuación del density gradient para huecos nos
llevaŕıa a la siguiente forma final de la ecuación discretizada:

2
K∑

j=1

wj
∑

s∋i,j

∫

∂bΩ
ϕ̂i(∇ϕ̂j)t[bp]tn|js| dŜ−

−2

K∑

j=1

wj
∑

e∋i,j

∫

bΩ
(∇̂ϕ̂i)tJ−1

e [bp]J
−t
e ∇̂ϕ̂j |Je| dΩ̂+

+2

K∑

j=1

K∑

l=1

wjwl
∑

e∋i,j,l

∫

bΩ
ϕ̂i(∇̂ϕ̂j)tJ−1

e [bp]J
−t
e ∇̂ϕ̂l|Je| dΩ̂ =

=

K∑

j=1

(2wj + ψj − φp,j)
∑

e∋i,j

∫

bΩ
ϕ̂iϕ̂j |Je| dΩ̂, ∀i = 1, . . . ,K, (3.150)

donde hemos usado la definición w = 1
2 (φp + ψqp − ψ).

3.5. Resolución paralela de sistemas de ecuaciones

Las ecuaciones discretizadas que hemos obtenido están acopladas y son no
lineales. Esto hace que su resolución directa sea un problema muy comple-
jo, especialmente al tratarse de simulaciones tridimensionales que requieren
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un número de nodos muy elevado. En esta sección describiremos brevemen-
tes los pasos necesarios para la resolución de este sistema de ecuaciones, que
finalmente se reducirá a la resolución de tres sistemas lineales. Pese a esta
simplificación, este es un problema costoso y el uso de métodos de resolución
paralelos resulta de gran utilidad y en ocasiones necesario para poder satisfa-
cer los requerimientos computacionales del mismo, especialmente al abordar
problemas como el estudio de fluctuaciones de parámetros intŕınsecos en dis-
positivos semiconductores.

3.5.1. Ecuaciones del sistema discretizado

En los dispositivos MOSFET de canal n que estudiaremos a continua-
ción, los portadores mayoritarios son electrones, por lo que lejos de la zona de
ruptura es posible ignorar, tal y como se hará a partir de este momento, la
contribución de la ecuación de continuidad de huecos y los términos de gene-
ración y recombinación. De esta forma, en el modelo de arrastre-difusión sólo
será necesario resolver las ecuaciones de Poisson, de continuidad de electrones
y density gradient para electrones, acelerando aśı el proceso de simulación.

Por lo tanto, especificando para el caso concreto de estos dispositivos, las
ecuaciones del modelo de arrastre-difusión a resolver son (3.116), (3.149) y
(3.136), considerando en esta última ecuación el término de recombinación
nulo. Estas ecuaciones constituyen un sistema acoplado de ecuaciones dife-
renciales no lineales en derivadas parciales que definen el comportamiento del
transistor. Si el dispositivo está discretizado en K nodos, es necesario resolver
un sistema de 3K ecuaciones con 3K incógnitas Ψ = (ψ,ψqn, φn) de la forma:

F (Ψ) =




Fψ(ψ,ψqn, φn)
Fψqn

(ψ,ψqn, φn)
Fφn

(ψ,ψqn, φn)


 = 0 (3.151)

donde Fψ(ψ,ψqn, φn), Fψqn
(ψ,ψqn, φn) y Fφn

(ψ,ψqn, φn) representan las ecua-
ciones de Poisson, de density gradient para electrones y de continuidad de
electrones respectivamente.

Para la resolución del sistema (3.151) se pueden utilizar métodos acoplados
o desacoplados. Los primeros son métodos tipo Newton [RPD85], en los que
se resuelve el sistema completo formado por las 3K ecuaciones directamente,
actualizando a la vez los valores de ψ, ψqn y φn. Sin embargo, si el número
K de variables es muy elevado (como ocurre en la simulación 3D), esto puede
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ser muy costoso tanto en tiempo de computación como en consumo de me-
moria. Los métodos desacoplados se basan en el método de Gummel [Gum64]
y resuelven las tres ecuaciones secuencialmente, siendo preciso resolver tres
sistemas de ecuaciones de dimensión K. De esta forma se obtienen de for-
ma consecutiva actualizaciones para ψ, ψqn y φn. Este método se describe
en mayor detalle en la siguiente sección. En cualquier caso, usemos métodos
acoplados o desacoplados, al final es necesaria la resolución de sistemas no
lineales. Probablemente el método más extendido es el de Newton-Raphson,
un método iterativo que resuelve el sistema no lineal mediante la resolución de
una secuencia de sistemas lineales. Esto permite la utilización de los métodos
de resolución altamente eficientes disponibles hoy en d́ıa para resolución de
sistemas lineales. Describiremos este método en detalle en la sección 3.5.3.

3.5.2. Método de Gummel

El método de Gummel [Gum64] ha sido aplicado ampliamente a la reso-
lución de las ecuaciones básicas de los semiconductores. Matemáticamente,
corresponde a un algoritmo iterativo por bloques no lineal tipo Gauss-Seidel
[BBC+94]. En el caso particular de los dispositivos n-MOSFET, usando este
método se desacoplan las ecuaciones de Poisson, density gradient para electro-
nes y continuidad de electrones y se resuelve cada una de ellas por separado.

El método de Gummel en este caso realizaŕıa dos iteraciones, como se mues-
tra en el algoritmo 3.1. Utilizaremos los ı́ndices k, l para referirnos a ellas. El
ı́ndice l hace referencia a las iteraciones del lazo Gummel más interno, que re-
suelve el sistema Poisson-density gradient con el pseudopotencial de electrones
φn fijo. Las iteraciones del lazo más externo, que incluyen la resolución de la
ecuación de continuidad, se indican con el ı́ndice k. Partimos de la aproxima-
ción inicial dada por (ψk,l, ψk,lqn , φkn) para k, l = 0. En primer lugar hacemos una
iteración sobre l para obtener los valores ψk+1 y ψk+1

qn que se necesitan para

resolver la ecuación de continuidad. ψk,l+1 se computa resolviendo la ecuación
de Poisson, con ψk,lqn y φk−1

n constantes. El valor de ψk,l+1
qn se obtiene a conti-

nuación, resolviendo la ecuación de density gradient para electrones con ψk,l+1

y φk−1
n constantes. Esta iteración en l continúa hasta que en la iteración i-ési-

ma se alcanza la convergencia, ‖ψk,i − ψk,i−1‖ < εψ y ‖ψk,iqn − ψk,i−1
qn ‖ < εψqn

,
o se sobrepase un número dado de iteraciones máximo Ml. En este momento
tendremos los valores de ψk = ψk,i y ψkqn = ψk,iqn . El valor de φkn se obtiene a

continuación, resolviendo la ecuación de continuidad de electrones con ψk y
ψkqn constantes.
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Algoritmo 3.1: Iteración Gummel con density gradient.

Entrada: Aproximaciones iniciales a los potenciales (ψ0, ψ0
qn, φ

0
n)

Salida: Valor de los potenciales (ψ,ψqn, φn)
Dados: εψ, εψqn

, εφn
, Mk, Ml

k = 11

mientras ‖∆k(ψ
k, ψkqn, φ

k
n)‖ > (εψ , εψqn

, εφn
) y k < Mk hacer2

l = 13

ψk,0 := ψk−1; ψk,0qn := ψk−1
qn4

mientras ‖∆l(ψ
k,l, ψk,lqn )‖ > (εψ, εψqn

) y l < Ml hacer5

Resolver Poisson para ψk,l6

Resolver density gradient para ψk,lqn7

Actualizar n8

l = l + 19

fin10

ψk := ψk,l−1; ψkqn := ψk,l−1
qn11

Resolver continuidad de electrones para φkn12

Actualizar n13

k = k + 1;14

fin15

Este método se ha mostrado muy útil en la práctica. La convergencia puede
alcanzarse incluso empezando con malas condiciones iniciales, y puede ser
muy rápida en muchas ocasiones. Por otro lado, en algunas aplicaciones, como
por ejemplo en situaciones de muy alto nivel de inyección en el dispositivo
semiconductor y en los casos en los que el factor de generación-recombinación
tiene un peso elevado, el método podŕıa tener problemas de convergencia. Sin
embargo, en situaciones cercanas al equilibrio térmico y con R = 0, numerosos
autores avalan la utilidad de este método, ya que la ecuación de continuidad de
electrones puede considerarse como una pequeña perturbación de la ecuación
del potencial.

Existen diferentes trabajos destinados a mejorar la convergencia del méto-
do de Gummel, pero evitando tener que resolver el sistema acoplado. En al-
gunas ocasiones el método de Gummel converge rápidamente en las primeras
iteraciones, pero luego la convergencia se hace más lenta. En este caso se pue-
den combinar los métodos de Gummel y el método acoplado de Newton. De
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esta forma primero se aproxima la solución haciendo uso del método de Gum-
mel y luego se cambia al método de Newton para aprovechar su propiedad
de convergencia cuadrática cerca de la solución. También existen otras apro-
ximaciones distintas basadas en combinar los métodos de Gummel y Newton
usando otras estrategias [RS88, WLWD89].

3.5.3. Método de Newton-Raphson

El método de Newton es un método iterativo que se aplica a la resolución
de sistemas no lineales.

Dada una función F : R
N → R

N se busca un vector x∗ ∈ R
N tal que

F (x∗) = 0. Para resolver el sistema se parte de un vector solución inicial
x0 ∈ R

N y se busca la serie xk, tal que ĺım
k→∞

xk = x∗. Los elementos de dicha

serie se obtienen mediante la siguiente iteración:

F ′(xk)∆xk = −F (xk) (3.152)

xk+1 = xk + ∆xk, (3.153)

la cual se repite hasta que se cumple alguno de los criterios de parada, siendo
F ′(x) la matriz jacobiana del sistema, que se obtiene como:

F ′
ij(x) =

∂Fi
∂xj

(3.154)

La importancia del método de Newton se debe a que, con ciertas condicio-
nes naturales de F , la iteración presenta una convergencia cuadrática

‖xk+1 − x∗‖ ≤ c · ‖xk − x∗‖2 (3.155)

siempre que el vector inicial x0 esté suficientemente próximo a la solución
buscada. Esto indica que el (k + 1)-ésimo error cometido es proporcional al
cuadrado del k-ésimo error, por lo que la convergencia es muy rápida, siempre
que los errores sean pequeños.

La aplicación del método de Newton a las ecuaciones de los semiconduc-
tores implica resolver el siguiente sistema en cada iteración:

F ′(Ψk)∆Ψk = −F (Ψk) (3.156)

y actualizar las variables haciendo Ψk+1 = Ψk + ∆Ψk.
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Suele ser necesario mejorar la convergencia del método de Newton, para
lo que se utiliza una versión modificada que emplea un parámetro de amorti-
guamiento o sobrerrelajación, tk, en la actualización de Ψ, es decir:

Ψk+1 = Ψk + tk · ∆Ψk (3.157)

siendo 0 < tk ≤ 1. El parámetro de amortiguamiento tk se suele ajustar a
partir de resultados experimentales, aunque también existen métodos teóricos
para obtenerlo [BR81, BR80]. En el caso de que la matriz de coeficientes
esté muy mal condicionada se puede utilizar otra versión que suma al jacobiano
el término skI, donde sk ∈ R

+ e I es la matriz identidad, de modo que se
mejoran las propiedades del sistema.

3.5.4. Resolución de sistemas lineales

Podemos agrupar los métodos utilizados en la resolución de los sistemas
lineales en dos categoŕıas: métodos directos, si están basados en la factorización
de la matriz dispersa, y métodos iterativos, si tratan de encontrar la solución
al sistema por medio de aproximaciones sucesivas tomando como partida una
solución inicial. En nuestro caso hemos optado por el uso de métodos iterativos,
concretamente técnicas basadas en descomposición de dominios [Saa96]. Estas
técnicas son altamente eficientes en computación paralela, lo que las hace
idóneas para su uso en el simulador.

Los sistemas de ecuaciones lineales se pueden expresar como Ax = b, donde
dada una matriz A de orden n x n y un vector b n-dimensional, se trata de
determinar el vector solución x de dimensión n. Además, en nuestro caso, la
matriz A es dispersa, por lo que podemos aprovechar las ventajas de métodos
que utilizan esta propiedad.

En particular, los sistemas de ecuaciones lineales que obtenemos de las
ecuaciones de Poisson, density gradient y continuidad son resueltas usando
una técnica de descomposición de dominios [BBC+94]. De esta manera, el
dominio del problema Ω se particiona en p subdominios Ωi de tal forma que

Ω =

p⋃

i=1

Ωi. (3.158)

Los métodos de descomposición de dominios tratan de resolver el problema en
el dominio Ω mediante la resolución concurrente en cada subdominio Ωi.

Cada nodo perteneciente a un subdominio es una incógnita del problema.
Es importante distinguir entre tres tipos de nodos o incógnitas:
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Nodos internos: nodos locales que sólo tienen relación con otros nodos
interiores al subdominio y por tanto sin ningún contacto con nodos per-
tenecientes a otros subdominios.

Nodos frontera internos: nodos locales pero acoplados con nodos
frontera pertenecientes a otros subdominios.

Nodos frontera externos: nodos pertenecientes a otros subdominios
pero acoplados con nodos frontera internos de este subdominio.

Etiquetamos los nodos de acuerdo a su categoŕıa, primero los nodos internos
y después los nodos frontera internos y externos. Como resultado, el sistema
lineal asociado con el problema tiene la siguiente estructura:




B1 E1

B2 E2

.
.
Bp Ep

F1 F2 Fp C







x1

x2

.

.
xs
y




=




f1

f2

.

.
fs
g



, (3.159)

donde para el subdominio Ωi, el subvector y indica todas las incógnitas per-
tenecientes a la interfaz entre los subdominios, las submatrices Bi indican el
acoplamiento entre los nodos internos, las Ei el acoplamiento de las ecuacio-
nes de cada subdominio con los nodos frontera, las Fi el acoplamiento de los
nodos frontera de cada subdominio con los nodos frontera indicados por y y,
por último, la matriz C indica el acoplamiento de los nodos frontera entre śı.

Para particionar la malla en subdominios utilizamos el programa ME-
TIS [KK97], que se utiliza también para reordenar los nodos de cada subdomi-
nio para obtener matrices con mejores propiedades numéricas. Para resolver
los sistemas lineales locales utilizamos la libreŕıa PSPARSLIB [SLK97] mo-
dificada para aprovechar mejor el reordenamiento de las matrices [SGLA08].
Entre las distintas técnicas de descomposición de dominios soportadas por la
libreŕıa los mejores resultados se obtuvieron utilizando el método de Schwarz
aditivo [SGL06]. Este método es similar a una iteración de Jacobi por blo-
ques y consiste en actualizar todas las nuevas componentes a partir del mismo
residuo. La iteración básica de este método es la siguiente:

1.– Obtener yi,ext
2.– Calcular el residuo local ri = (b−Ax)i
3.– Resolver Aiδi = ri
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4.– Actualizar la solución xi = xi + δi
El sistema lineal Aiδi = ri se resuelve utilizando el método FGMRES pre-

condicionado por una factorización LU incompleta con umbral (ILUT) [Saa96].

3.6. Simulación de fluctuaciones en dispositivos MOS-

FET de silicio

Con la reducción del tamaño de los transistores a escalas del orden de los
nanómetros, el efecto de las desigualdades microscópicas empieza a jugar un
papel determinante en su funcionamiento. Por ejemplo, la diferencia en las po-
siciones y número de dopantes en los transistores es actualmente considerada
como una de las fuentes más importantes de desapareamiento entre transis-
tores [RBAL+06]. Además del dopado, otros parámetros considerados habi-
tualmente continuos o uniformes dejan de poder ser descritos de esta manera
si se quiere una imagen realista del dispositivo. Algunos de los más impor-
tantes incluyen la interfaz del canal con el óxido de puerta, que es presenta
una rugosidad que vaŕıa entre transistores, o los bordes de la puerta, que no
son rectos y paralelos por limitaciones en las técnicas litográficas [RBAL+06].
También las puertas de polisilicio y la introducción de dieléctricos de alta
permitividad (high-κ) en los MOSFETs actuales son otras fuentes de fluctua-
ciones de parámetros intŕınsecos que se suman a los dopantes aleatorios en
canal, fuente y drenador, la rugosidad en la interfaz y en la litograf́ıa de la
puerta [AS00, TMSS97, SVSP96].

3.6.1. Impacto de la granularidad del polisilicio

La estructura granular del polisilicio es una de las principales fuentes de
fluctuaciones que llevan al desapareamiento del voltaje umbral en MOSFETs
de canal n escalados a dimensiones por debajo de los 100 nm [ACC+08]. El
aumento de la difusión y la segregación a lo largo de las fronteras entre cris-
tales causa un dopado no uniforme en el polisilicio y una penetración local de
dopantes en la región del canal. Además, la existencia de estados en la interfaz
de tipo aceptor produce una acumulación de carga en la interfaz y un pico en
el nivel de Fermi a su alrededor [YHH99]. Todos estos factores dependen de
las condiciones concretas de fabricación.

Para reflejar estos estados en la interfaz introducimos una carga superficial
en las fronteras entre cristales del polisilicio. En primer lugar vamos a analizar
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Figura 3.4: Bandas de conducción y valencia del polisilicio en una ĺınea que
corta perpendicularmente el plano de la frontera entre cristales.

el impacto de la posición de una única frontera en la puerta. El número de
fronteras en un dispositivo real dependerá del tamaño caracteŕıstico de cada
cristal de polisilicio, lo que depende del proceso tecnológico concreto.

Para este estudio simulamos dos transistores n-MOSFET de 80 y 25 nm
de longitud de puerta f́ısica respectivamente. En ambos casos, introducimos
una carga en la frontera de tal forma que las bandas de conducción y valencia
tengan un pico de magnitud cercana a la mitad del gap. En la figura 3.4
mostramos el diagrama de bandas a lo largo de una ĺınea en la puerta que
cruza perpendicularmente la frontera de polisilicio.

En la figura 3.5 mostramos, para el dispositivo de 80 nm de longitud de
puerta, el desplazamiento de la tensión umbral asociado con el movimiento
de una frontera perpendicular a la dirección del flujo de corriente desde el
extremo de fuente al de drenador. El desplazamiento se calcula con respecto
al dispositivo sin ninguna frontera en la puerta. Podemos ver que la frontera
tiene el mayor impacto cuando está alineada con el máximo de la barrera de
potencial entre fuente y drenador. Cuando el voltaje de drenador es bajo el
máximo está próximo al centro del canal, pero se mueve hacia la fuente al
aumentar el voltaje de drenador.

En el caso de la simulación del transistor de 25 nm de longitud de puerta,
como se muestra en la figura 3.6, podemos ver un comportamiento semejante.
Sin embargo, en este caso la magnitud es diferente. Los valores máximos del
desplazamiento de la tensión umbral a voltaje de drenador bajo son mayores en
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Figura 3.5: Desplazamiento del voltaje umbral en el dispositivo de 80 nm
de longitud de puerta producido por una frontera moviéndose
desde el extremo de fuente (valores negativos) al de drenador
(valores positivos).

un 75% aproximadamente y cerca de un 400% en el caso en que polarizamos
con una tensión de drenador alta. Como era de esperar, cuando la frontera en el
polisilicio está cerca de la fuente o del drenador el desplazamiento desaparece
en ambos dispositivos. En la figura 3.7 se muestra la distribución de potencial
electrostático en el MOSFET de 25 nm de longitud de puerta justo debajo
de la interfaz óxido-semiconductor con una polarización de VD = 0,05 V
y VG=1,1 V y la frontera en la posición x = −2,5 nm. La disminución del
potencial y por tanto aumento de la barrera de enerǵıa se puede ver claramente.

3.6.2. Impacto de algunas no idealidades de óxidos de alta

permitividad

Uno de los problemas de los óxidos de alta permitividad es que en el proce-
so de fabricación puede obtenerse una fase policristalina. En este caso, cristales
con diferentes orientaciones pueden presentar diferentes constantes dieléctri-
cas. En esta sección presentamos simulaciones del impacto de la presencia de
dos cristales con diferente constante dieléctrica en el óxido de puerta para el
MOSFET de 25 nm. En primer lugar analizamos la influencia de la posición
de la frontera suponiendo que es perpendicular a la dirección fuente-drenador.
Después, estudiamos el impacto de la orientación del cristal.
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Figura 3.6: Desplazamiento del voltaje umbral en el dispositivo de 25 nm
de longitud de puerta producido por una frontera moviéndose
desde el extremo de fuente (valores negativos) al de drenador
(valores positivos).

Para realizar el estudio consideraremos que uno de los cristales tiene cons-
tante dieléctrica 7 y el otro constante dieléctrica 5. La figura 3.8 muestra
el desplazamiento como función de la posición de la frontera, perpendicular
a la dirección del flujo de corriente. Podemos ver que el impacto es mayor
a baja polarización de drenador. Vemos que la región en la que afecta esta
discontinuidad en la constante dieléctrica (90% de la variación) es de aproxi-
madamente 18 nm. Al aumentar la polarización de drenador vemos que esta
región disminuye notablemente, pasando a tener un ancho de unos 13 nm.

Finalmente, en la figura 3.9 mostramos la dependencia del desplazamiento
del voltaje umbral con el ángulo que forma la frontera con la dirección del
flujo de corriente. Cuando el voltaje de drenador es bajo, encontramos los
mayores valores del desplazamiento para fronteras perpendiculares al flujo de
corriente. Estos valores disminuyen cuando la frontera se aproxima a ángu-
los de 0 y 180 grados, aunque el mı́nimo cercano al ángulo cero se alcanza
aproximadamente en 15 grados. En el caso de polarizar el transistor con un
voltaje de drenador elevado el comportamiento es muy diferente. En este caso
el parámetro más importante es la constante dieléctrica en la mitad de fuente
de la puerta, de tal forma que el desplazamiento es casi nulo para un ángulo
de unos 90 grados. De esta forma, la oscilación resultante tiene un peŕıodo
doble que en el caso de la polarización de drenador baja.
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Figura 3.10: Geometŕıa del MOSFET de doble puerta simulado. Las di-
mensiones están dadas en unidades de la constante de red del
silicio (1 uc = 0,543 nm).

3.6.3. Impacto de las posiciones aleatorias de los dopantes

Como primer ejemplo de uso de las mallas atomı́sticas presentamos un
estudio del impacto de la posición aleatoria de los dopantes sobre las curvas
caracteŕısticas ID-VG de un MOSFET de doble puerta con longitud de canal
de 10 nm (figura 3.10).

La figura 2.39 muestra una malla del cuerpo de silicio del transistor cons-
truida utilizando el algoritmo descrito en la sección 2.4. Para generar los dis-
positivos se colocan dopantes aleatoriamente en los nodos de la malla con una
probabilidad dependiente del dopado local en el nodo [Ase98]. Cada una de
estas configuraciones produce un perfil de potencial diferente, lo que resulta en
una curva ID-VG diferente. Un ejemplo del potencial electrostático para una
configuración concreta se muestra en la figura 3.11.

En primer lugar comparamos los resultados obtenidos con la malla atomı́sti-
ca y con una malla no atomı́stica fina. Los resultados de las simulaciones del
dispositivo con dopado continuo se muestran en la figura 3.12. Este resultado
confirma que la malla atomı́stica captura de forma apropiada las variaciones
en las variables f́ısicas. Esta misma figura también muestra las curvas ID-VG

simuladas del conjunto de MOSFETs de doble puerta a voltaje de drenador
bajo de 0,05 V . Se puede ver una dispersión apreciable en las curvas, reflejada
en la desviación estándar del voltaje umbral, σVT = 0,005 V . Además, tam-
bién investigamos el impacto de los dopantes en las corrientes. La figura 3.13
muestra la desviación estándar de la corriente de drenador como función del
voltaje de puerta para VD = 0,05 V . El comportamiento exponencial de la
corriente como función del voltaje de puerta en la zona subumbral resulta en
un gran impacto de los dopantes aleatorios, con una variación superior al 35 %.
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Figura 3.11: Potencial electrostático para una configuración aleatoria de
dopantes para un voltaje de drenador de 0,05 V y de puerta
de 1,1 V .
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Figura 3.12: Curvas caracteŕısticas ID-VG para un voltaje de drenador de
0,05 para un grupo de transistores simulados. Las corrientes
de drenador usando dopado continuo con las mallas atomı́sti-
ca (ćırculos) y no atomı́stica (cruces) se muestran por com-
paración.
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Figura 3.13: Desviación estándar normalizada de la corriente de drenador
como función de la tensión de puerta para una polarización
de drenador de 0,05 V .

Estas fluctuaciones disminuyen al aumentar la polarización de puerta por en-
cima de la tensión umbral, llegando a σID ≃ 10%, cuando la corriente está en
la región óhmica y satura. Debido a los grandes valores que se obtienen en
la zona subumbral es habitual expresar la dispersión en la corriente a partir
de la distribución de log(ID), lo que da la variación de la corriente en órde-
nes de magnitud. En este caso, la desviación estándar que obtenemos es de
σlog(ID) ≃ 0,17. De forma similar, la diferencia relativa entre el valor medio
de la corriente obtenido del conjunto de dispositivos con fuente y drenador
descritos de forma atomı́stica y la corriente obtenida de la simulación usando
un dopado continuo disminuye al aumentar el voltaje de puerta como se puede
ver en la figura 3.14.

La gran diferencia entre la corriente continua y la media en las simulaciones
atomı́sticas, especialmente a alto voltaje de puerta, se debe a la localización de
la carga en las posiciones de los dopantes, donde aparecen pozos coulombianos
asociados con los dopantes individuales. Esto es un problema intŕınseco a las
simulaciones clásicas que asumen estad́ısticas de Boltzmann o Fermi-Dirac y
por tanto pueblan fuertemente los pozos. Sin embargo, el estado fundamental
de los pozos está relativamente próximo al eje de la banda de conducción, por
lo que esta acumulación inherente al modelo clásico no es realista. Este proble-
ma del modelo arrastre-difusión puede ser solucionado mediante la inclusión de
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Figura 3.14: Variación relativa de la corriente de drenador como función de
la tensión de puerta para una tensión de drenador de 0,05 V .

correcciones cuánticas [RBAL+06], aunque la convergencia de las ecuaciones
del modelo density gradient requiere cierto cuidado. Esto se debe principal-
mente a estos pozos de potencial, que producen valores de los gradiente muy
elevados en zonas muy localizadas y hacen que las ecuaciones resulten dif́ıciles
de resolver mediante métodos iterativos si no tenemos una buena solución ini-
cial. Esta solución se puede conseguir, por ejemplo, resolviendo un problema
similar en el que los dopantes tienen únicamente una fracción de su carga.

Por último, comparamos las simulaciones de dispositivos con dopado ato-
mı́stico usando las mallas atomı́stica y no atomı́stica. Una vez simulado el
conjunto de dispositivos con la malla atomı́stica seleccionamos las configura-
ciones de dopantes que producen mayor y menor corriente. Estos dispositivos
se simulan entonces usando dos esquemas de asignación de carga sobre la malla
no atomı́stica: asignando la carga del dopante al nodo más próximo (Nearest
Grid Point, NGP) y (ii) repartiendo la carga entre los nodos vecinos (Cloud-
in-Cell, CIC ) [HE88]. Los resultados de estas simulaciones se muestran en la
figura 3.15. En primer lugar notamos una mejora en la convergencia cuando
usamos la malla atomı́stica. La configuración de dopantes que produce la me-
nor corriente no converge cuando se usa la malla no atomı́stica con el esquema
de asignación de carga NGP. Sin embargo, las simulaciones con la otra con-
figuración de dopantes producen resultados muy similares cuando se usan la
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Figura 3.15: Curvas caracteŕısticas ID-VG de los dispositivos con las
corrientes mayor (max) y menor (min) usando la malla
atomı́stica y la malla uniforme con dos métodos de asigna-
ción de carga, CIC y NGP.

malla atomı́stica y la no atomı́stica con asignación de carga NGP. Esto era de
esperar, ya que la malla no atomı́stica es lo suficientemente fina como para
que la correlación entre las posiciones de los dopantes introducida por la asig-
nación de carga sea despreciable. La discrepancia con la malla no atomı́stica
usando el esquema CIC es una consecuencia del perfil de potencial diferente
en las proximidades de las impurezas ionizadas originado por la repartición de
la carga [RBAL+06], lo que hace complicada una comparación directa.

3.6.4. Impacto de las regiones de transición entre materiales

Como segundo ejemplo de uso de las mallas atomı́sticas estudiamos el
impacto de la región de transición entre Si y SiO2 en las caracteŕısticas de
transporte de un MOSFET de doble puerta de 6 nm de longitud de canal
con espesor de óxido de 8Å. El cambio de la estructura atómica en la interfaz
Si/SiO2 lleva a la existencia de estados electrónicos cercanos a la banda de
conducción de Si, produciendo una transición gradual del ancho de la banda
prohibida y de la permitividad dentro del dióxido de silicio [KYU+99, GP05].
Aunque el impacto de esta región de transición en las caracteŕısticas de ca-
pacitores MOS ya se ha estudiado previamente [Ste77, WMM06, MSR+08],
el trabajo sobre el impacto en la corriente de transistores MOSFET es más
escaso.
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Figura 3.16: Isosuperficies del ancho de la banda prohibida en la región de
transición del SiO2.

Para realizar las simulaciones, el ancho de la banda prohibida se obtiene
a partir de la densidad de estados calculada usando simulaciones DFT de la
interfaz y después escalada para reproducir el valor experimental en el material
masivo. Por otro lado, el valor de la permitividad se asume lineal en la región
de transición. La figura 3.16 muestra isosuperficies del ancho de la banda
prohibida en la región de transición del óxido. Se puede ver claramente su
variación con la posición atómica.

Una vez obtenidos los nuevos valores del ancho de la banda prohibida y la
permitividad para los nodos de la malla, evaluamos el impacto de las regiones
de transición en las interfaces superior e inferior en las curvas caracteŕısticas
ID-VG del MOSFET de doble puerta. La figura 3.17 muestra los resultados en
escalas lineal y logaŕıtmica para los dos dispositivos, el de la transición abrupta
y el de la transición gradual. Observamos una mejora en las caracteŕısticas del
dispositivo cuando introducimos la región de transición: la pendiente subum-
bral y la corriente con voltaje de puerta alto son mayores. Este efecto se debe
principalmente a la transición en la permitividad, ya que en nuestro modelo la
región de transición del ancho de la banda prohibida no mostró prácticamente
ningún efecto.
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Figura 3.17: Curvas caracteŕısticas ID-VG para los dispositivos con interfaz
abrupta y realista.

3.6.5. Simulación de fluctuaciones en dispositivos IF III-V MOS-

FET

Como ya comentamos en el caṕıtulo 1, los MOSFETs basados en materiales
de alta movilidad electrónica son una de las opciones propuestas para superar
las limitaciones en el rendimiento relacionadas con las pobres propiedades
de transporte del silicio [KSGL+08, CDD+05, SLK+04]. El desarrollo de un
dieléctrico de alta permitividad para el GaAs con una interfaz de alta calidad
[Pas05] ha mejorado la perspectiva para la introducción de estos MOSFETs
III-V para aplicaciones CMOS de alto rendimiento y baja potencia. Uno de
estos candidatos, que será el objeto de nuestro estudio, es la arquitectura
Implant Free (IF) con canal de In0,75Ga0,25As [KSGL+08] que mostramos en
la figura 3.18.

Al igual que en los transistores MOSFET convencionales, estos dispositivos
se ven afectados por las posiciones aleatorias de los dopantes y otras fuentes
de fluctuaciones relacionadas con la naturaleza discreta de la materia. Sin
embargo, los IF MOSFETs podŕıan ser más robustos frente a la variabilidad
introducida por los dopantes debido a que están separados f́ısicamente del
canal, aunque la proximidad de la capa de dopado δ puede hacer que el efecto
todav́ıa sea significativo.

Para realizar las simulaciones hemos extendido el algoritmo descrito en la
sección 2.4 para aplicarlo a heteroestructuras de semiconductores III-V. En
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Figura 3.18: Sección transversal de un IF In0,75Ga0,25As MOSFET tipo n
con la capa de dopado δ debajo del canal.

este caso suponemos que la constante de red del buffer determina la constante
de red en la dirección perpendicular al crecimiento de las capas que están por
encima de él, ignorando las posibles dislocaciones. Además, también despre-
ciamos la estructura del buffer, ya que no estudiamos ningún efecto en él y el
número de nodos resultaŕıa en simulaciones con requerimientos demasiado ele-
vados. Con estas aproximaciones, el número de nodos y elementos de la malla
del dispositivo que utilizamos son 642293 y 3465000 respectivamente para un
ancho del dispositivo de aproximadamente 15 nm.

Antes de realizar las simulaciones debemos considerar brevemente las li-
mitaciones del modelo de simulación utilizado. La aproximación de arrastre-
difusión utilizada no puede capturar efectos importantes en IF MOSFET con
longitudes de puerta muy corta como la dinámica de portadores fuera del
equilibrio o el transporte bidimensional en el canal. Sin embargo, cuando cali-
bramos el simulador con resultados obtenidos a partir de simulaciones Monte
Carlo [KSGL+08], podemos obtener una indicación muy buena de la variabi-
lidad en los parámetros asociados con la electrostática del dispositivo, como
es el caso de la tensión umbral [RBAL+06].

El dispositivo simulado es un IF In0,75Ga0,25As MOSFET de 15 nm de
longitud de puerta. El dopado de la capa de dopado δ es 3×1012cm−2 y está si-
tuado bajo el canal, como se muestra en la figura 3.18. La estructura de capas
es la siguiente: dieléctrico de puerta de alta permitividad (GaO2/GdGaO) de
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Figura 3.19: Calibración de las curvas ID-VG frente a simulaciones Monte
Carlo con voltajes de drenador de 0,1 V y 0,8 V para el IF
In0,75Ga0,25As MOSFET con longitud de puerta de 15 nm.

1,5 nm de espesor, un separador de 1 nm de espesor de In0,52Al0,48As, un
canal de 5 nm de espesor de In0,75Ga0,25As incrustado entre dos capas de
In0,53Ga0,47As, una superior de 0,5 nm y otra inferior de 1 nm, un separador
de 2 nm de espesor de In0,52Al0,48As, una capa de dopado δ y un buffer de 49
nm de In0,52Al0,48As.

Antes de estudiar la influencia de los dopantes aleatorios calibramos el
simulador frente a curvas ID-VG obtenidas utilizando un simulador Monte
Carlo [KDPA07] a voltajes de drenador de 0,1 y 0,8 V. En la figura 3.19
mostramos los resultados de la calibración, obtenidos con una movilidad de
campo bajo de 5000 cm2/Vs y una velocidad de saturación de 6,5× 107 cm/s
en el canal del dispositivo.

Una vez calibrado el dispositivo, simulamos un conjunto de IF MOSFETs
microscópicamente diferentes usando la malla atomı́stica. La única fuente de
diferencia que consideramos es la naturaleza discreta de los dopantes en la capa
de dopado δ. Los dispositivos se crean mediante una técnica de rechazo a partir
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Figura 3.20: Ejemplo de la distribución de dopantes en la capa de dopado
δ para un dopado nominal de 1.5×1019 cm−3. El número total
de átomos en la región es aproximadamente 60000.

del dispositivo con dopado continuo. Para cada nodo de la región, un dopante
de Si puede reemplazar un átomo del cristal de InAlAs con una probabilidad
determinada por la concentración nominal de dopantes. La figura 3.20 muestra
un ejemplo de una capa de dopado δ con 23 átomos de Si.

Cada una de las configuraciones de dopantes crea un configuración del po-
tencial diferente que resulta en diferentes perfiles de concentración a lo largo
del canal y diferentes curvas caracteŕısticas I-V. Esto se ilustra en las figu-
ras 3.21 y 3.22. La primera muestra la distribución de potencial en equilibrio
en la capa de dopado δ y en el canal para una configuración de dopantes,
mientras que la segunda muestra el efecto de este dopado aleatorio sobre la
concentración electrónica en la parte inferior del canal.

En este estudio hemos simulado más de 200 transistores microscópicamen-
te diferentes con una polarización de drenador de 0,1 V. La figura 3.23 muestra
la tensión umbral obtenida calculada usando un criterio de corriente constan-
te [RBAL+06] y el número correspondiente de dopantes en la región de dopado
δ para todos los transistores del conjunto. Podemos ver claramente una corre-
lación entre el número de dopantes y la tensión umbral. Las simulaciones con
un número bajo de dopantes resultan en una tensión umbral mayor debido
a que la carga disponible para el transporte es también menor. Además, en
las simulaciones con un mismo número de dopantes podemos ver también una
dispersión debida a las posiciones aleatorias de los dopantes. La figura 3.23
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Figura 3.21: Distribución de potencial en equilibrio en la capa de dopado
δ y en el canal para una configuración de dopantes generada
aleatoriamente.

Figura 3.22: Concentración de electrones en equilibrio en la capa de dopa-
do δ y en el canal para una configuración de dopantes gene-
rada aleatoriamente.
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Figura 3.23: Diagrama de dispersión que muestra la tensión umbral y el
número de dopantes para cada simulación del conjunto de
transistores. En los lados izquierdo y superior se muestran los
histogramas de cada variable junto con la función de densidad
de probabilidad esperada y el valor de la variable en el caso
de la simulación continua.

también muestra una comparación de los valores medios de la muestra con
los obtenidos al simular el dispositivo con dopado continuo. Podemos ver que
existe un desplazamiento hacia valores de tensión umbral mayores que el dis-
positivo continuo, aunque este desplazamiento podŕıa tener su origen en parte
en la acumulación de carga artificial cerca de los dopantes, lo que provoca un
excesivo incremento de la resistividad, al igual que suced́ıa en el caso de los
transistores MOSFET de Si. Además, podemos ver que el número medio de
dopantes no coincide exactamente (22.1 de media frente a 20.89 esperados)
con la carga en la región de dopado aleatorio. Esto se debe a que, al utilizar
un criterio de corriente constante, hay algunas simulaciones con un número
bajo de dopantes que no llegan a alcanzar la tensión umbral en el rango de
simulación permitido. Por tanto, es de esperar que el desplazamiento del valor
medio de la tensión umbral se desplace hacia valores un poco más altos. Pese
a estos inconvenientes, la distribución obtenida es todav́ıa cualitativamente
válida y da una buena estimación de las fluctuaciones asociadas con la elec-
trostática del dispositivo esperadas por la aleatoriedad de los dopantes en la
capa de dopado δ [ABD+03]. La dispersión en los valores de la tensión um-
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Figura 3.24: Correlación entre la posición de los dopantes a lo largo del eje
x y el valor de la tensión umbral.

bral, medida con la desviación estándar de la distribución σVT = 94,5 mV , es
similar a la previamente publicada para MOSFETs de silicio con longitud de
puerta similar [RBAL+06] (σVT = 100 mV ).

Para poder evaluar la contribución a esta variabilidad de la posición alea-
toria de los dopantes simulamos un conjunto de dispositivos con un número
constante de dopantes, 23, en la capa de dopado δ. La simulación de este con-
junto de dispositivos produce un conjunto de valores de tensión umbral con
una desviación estándar de σVT = 27,7 mV . Esto confirma la gran impor-
tancia del papel del número aleatorio de dopantes en la magnitud total de las
fluctuaciones que ya se véıa en la figura 3.23. Además, con estas simulaciones
podemos evaluar también la relación que existe entre la posición de los dopan-
tes y la tensión umbral. En la figura 3.24 podemos ver la correlación existente
entre la posición de los dopantes a lo largo del eje x y el valor de la tensión
umbral. Vemos que los mayores valores absolutos de la correlación están en la
zona del canal. En este caso los valores son negativos, ya que un mayor número
de dopantes en la región produce una disminución mayor en la barrera de la
banda de conducción y por tanto facilitan el paso de electrones de fuente a
drenador, disminuyendo aśı la tensión umbral. Por otra parte, también vemos
picos de correlación positiva en las proximidades de la puerta. Esto se puede
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deber al efecto de atrapado de carga que comentamos antes, ya que en estas
regiones el efecto sobre la barrera perdeŕıa importancia y dominaŕıa el efecto
de captura de carga cerca de los dopantes que aumenta la resistividad.



Caṕıtulo 4

El método de simulación

Monte Carlo

Cuando el modelo de arrastre-difusión deja de ser válido y/o cuando pierde
carácter predictivo, puede ser necesario pasar a utilizar modelos de transporte
más complejos. El modelo más completo en un marco semiclásico es el que
se basa en la resolución de la ecuación de transporte de Boltzmann. Debido
a su elevada complejidad computacional, es un método que todav́ıa no se
utiliza de forma universal en aplicaciones que requieren un cálculo rápido del
comportamiento de un dispositivo. Sin embargo, es una técnica cada vez más
extendida tanto en entornos académicos como industriales, tanto por la mayor
capacidad de los recursos computacionales actuales como por la necesidad de
utilizar modelos de transporte complejos para predecir el comportamiento de
los dispositivos más avanzados.

En la primera parte de este caṕıtulo describimos la ecuación de transporte
de Boltzmann, que se resolverá utilizando un método Monte Carlo acopla-
da con la ecuación de Poisson, resuelta mediante el método de los elementos
finitos tal y como se describió en el caṕıtulo anterior. En primer lugar obten-
dremos la ecuación a partir de ciertas consideraciones clásicas. Después de esto
describimos la resolución de la ecuación mediante un método Monte Carlo y
su paralelización. Presentaremos además los modelos utilizados para describir
las bandas de los materiales y los principales modelos de dispersión utilizados.
Finalmente describiremos algunos aspectos concretos de la implementación so-
bre mallas tetraédricas y algunos resultados de la simulación de transistores
MOSFET multipuerta.

137
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4.1. Ecuación de transporte de Boltzmann

El modelo de arrastre-difusión, descrito en el caṕıtulo anterior, se puede
ver como una aproximación a la ecuación de transporte de Boltzmann [Sel84]
asumiendo que el transporte de portadores tiene lugar en equilibrio (un cambio
de estado en el sistema es más lento que la relajación de enerǵıa en el sistema)
y que la temperatura del electrón es la misma que la de la red cristalina. Sin
embargo, con el escalado de los dispositivos, los procesos fuera del equilibrio
empiezan a jugar un papel determinante en su comportamiento.

Para estudiar un gas clásico, Boltzmann introdujo una ecuación que des-
cribe la evolución temporal de la función de distribución f debida a colisiones
binarias entre part́ıculas [Rei65]. Esta función, f(r,k, t), es la cantidad fun-
damental en la ecuación de transporte de Boltzmann y da la probabilidad de
encontrar una part́ıcula en un instante t con posición r y vector de onda k.
En esencia, la ecuación de transporte de Boltzmann describe su evolución en
el espacio de fases [JL89].

Una forma de obtener la ecuación es haciendo un balance de las part́ıculas
que entran y salen de un volumen infinitesimal del espacio de fases. Teniendo
en cuenta que el número de part́ıculas en este volumen es

dn = f(r,k, t)
dk

4π3
dr, (4.1)

podemos calcular su variación en un tiempo dt tanto en el espacio de posiciones
como en el espacio k. La variación en el espacio de posiciones (difusión de
portadores) es

− (v∇rf)
dk

4π3
drdt (4.2)

y en el espacio k (arrastre de portadores),

−
(
dk

dt
∇kf

)
dk

4π3
drdt. (4.3)

Por último, hay que considerar la variación debida a la interacción de los
portadores con perturbaciones locales, lo que se conoce como colisiones. Las
variaciones debidas a estos procesos están determinadas por la probabilidad de
transición P (k,k′), que da la probabilidad por unidad de tiempo de pasar de
un estado inicial k a un estado final k′. El número de electrones que abandonan
el volumen del espacio de fases será

−f(r,k, t)P (k,k′)[1 − f(r,k′, t)]
dk′

4π3

dk

4π3
drdt. (4.4)
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Análogamente, el número de electrones que entra desde un estado k′ es

f(r,k′, t)P (k′,k)[1 − f(r,k, t)]
dk

4π3

dk′

4π3
drdt. (4.5)

Además, hay que considerar todos los posibles estados k′, por lo que integra-
mos en la primera zona de Brillouin (BZ):

dk

4π3
drdt

∫

BZ
{f(r,k′, t)P (k′,k)[1 − f(r,k, t)]−

−f(r,k, t)P (k,k′)[1 − f(r,k′, t)]} dk
′

4π3
.

Los términos de la forma (1−f) representan los estados finales libres (principio
de exclusión de Pauli), y es bastante común despreciarlos en las simulaciones
o incluirlos a posteriori.

La variación total de la función de distribución, obtenida a partir de estas
contribuciones, está dada por la ecuación de transporte de Boltzmann:

∂f

∂t
= −v∇rf − dk

dt
∇kf +

∫

BZ

{
f(r,k′, t)P (k′,k)[1 − f(r,k, t)]−

−f(r,k, t)P (k,k′)[1 − f(r,k′, t)]
} dk′

4π3
. (4.6)

Es interesante decir que la BTE también se puede obtener a partir de la
ecuación de Schrödinger asumiendo un hamiltoniano espećıfico e imponiendo
ciertas simplificaciones [KL57].

Las probabilidades de transición por unidad de tiempo se obtienen para ca-
da mecanismo de dispersión utilizando la regla de oro de Fermi [JL89, JR83b].
Por tanto, la probabilidad de transición del estado |k, c〉 al estado |k′, c′〉 es-
tará dada por:

P (k, c;k′, c′) =
2π

~
|
〈
k′, c′|H ′|k, c

〉
|2δ[ε(k, c) − ε(k′, c′)], (4.7)

donde ε(k, c) representa la enerǵıa del sistema y H ′ es el hamiltoniano de la
perturbación, que depende del mecanismo de dispersión en particular. Para
calcular estas probabilidades se asume que el estado |k, c〉, que representa al
electrón en el que estamos interesados junto con el resto del sistema, se puede
escribir como el producto directo |k, c〉=|k〉|c〉, donde |k〉 y |c〉 representan los
estados no perturbados del electrón y del cristal respectivamente. Para obtener
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la probabilidad de transición para el electrón P (k,k′) habŕıa que promediar
sobre los posibles estados |c〉.

El término de colisiones en (4.6) es una suma sobre eventos de dispersión
individuales. Esto implica que la duración de las colisiones τc debe ser mu-
cho menor que cualquier otra escala temporal del problema [KL57]. En otras
palabras, las colisiones se consideran procesos instantáneos que interrumpen
los vuelos libres. Esto supone un acoplamiento débil electrón-fonón y electrón-
electrón durante su interacción mutua. La validez de la BTE requiere:

τc ≪ τL, (4.8)

donde el tiempo de tránsito τL se define como el cociente l/v̄, donde l es
el recorrido libre medio de los portadores y v̄ es una velocidad t́ıpica de los
portadores. Bajo la condición (4.8), uno espera una respuesta instantánea de
la función de distribución a los campos y la dispersión y la distribución debeŕıa
evolucionar, en un sentido markoviano, a la ecuación local del movimiento. Sin
embargo, esta aproximación falla en algunos casos [Hes91]:

Si las tasas de dispersión son altas, f puede cambiar apreciablemente
en una escala temporal comparable a la de los procesos de colisión. Una
posibilidad para añadir los efectos de las tasas de dispersión altas es
sustituir la función δ[ε(k, c) − ε(k′, c′)] en (4.7) por una función con
ancho finito como una lorentziana.

Si los campos eléctricos son muy altos, los portadores pueden acelerar
apreciablemente durante el tiempo de una colisión (efecto campo intra-
colisional [Bar73]).

La función de distribución de electrones f(r,k, t) representa esencialmente
los elementos diagonales de la matriz densidad de electrones ρ(r,k, t) en el
espacio de momentos. Esta construcción sólo tiene sentido práctico si:

1. los estados del momento |r,k〉 son buenas aproximaciones a los estados
electrónicos reales,

2. la función de distribución satisface una ecuación cerrada del movimiento,

3. se pueden construir condiciones de contorno correctas para f .

La primera condición no es restrictiva, ya que siempre podemos elegir un
conjunto mejor de estados. El vector de onda del electrón está definido por
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el centro de gravedad del paquete de ondas |r,k〉, lo que implica que la ex-
tensión del paquete de ondas en el espacio k debe ser pequeña comparada
con las dimensiones de la zona de Brillouin. La segunda condición es más
dif́ıcil de satisfacer. Si la ecuación de Liouville-von Neumann [Sch68] se pro-
yecta formalmente en ecuaciones para f , también incluirá la dinámica de los
fonones. Si estas ecuaciones se resuelven para los elementos no diagonales en
términos de f , las ecuaciones para f sólo pueden ser cerradas en la forma
integro-diferencial. Sin embargo, si los electrones no son independientes como
en el caso de que la dinámica de los fonones afecte a la de los electrones, las
ecuaciones para f no pueden ser cerradas y tienen que ser resueltas iterativa-
mente.

4.2. El método Monte Carlo aplicado a la simula-

ción del transporte en semiconductores

Probablemente la forma más común de resolver la ecuación de transporte
de Boltzmann es el uso de métodos de Monte Carlo. Estos métodos [MU49]
se usan ampliamente en varios campos de la f́ısica (f́ısica nuclear, de estado
sólido, estad́ıstica, etc.). Cuando se aplican al transporte de portadores en
sólidos, este método proporciona una solución numérica exacta de la BTE
sin la necesidad de resolverla directamente. En otras palabras, la función de
distribución f(r,k, t) obtenida del método Monte Carlo satisface la BTE.

Este método es el más popular para la resolución de la BTE porque per-
mite obtener una solución usando algoritmos eficientes y relativamente senci-
llos cuando se comparan con otros métodos numéricos directos. Además, este
método permite una interpretación microscópica satisfactoria de los procesos
simulados. Su esencia consiste en la simulación del movimiento de un conjunto
de portadores tanto en el espacio k como en el espacio r. El movimiento de
cada portador está gobernado por la ecuaciones del movimiento clásicas y por
colisiones aleatorias con diferentes perturbaciones (por ejemplo fonones, iones
u otros portadores). Estas colisiones causan transiciones instantáneas entre
estados Bloch no perturbados con una probabilidad obtenida mediante la re-
gla de oro de Fermi. Usando estas probabilidades, el tiempo de vuelo libre,
el canal de dispersión y el estado final se generan de forma aleatoria. Duran-
te la simulación, cualquier magnitud f́ısica dependiente de k, r o t puede ser
calculada.
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Figura 4.1: Flujo de un programa Monte Carlo t́ıpico.
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4.2.1. Vuelo libre de los portadores

El punto inicial del programa MC (ver figura 4.1) es la definición del siste-
ma f́ısico de interés, incluyendo los parámetros materiales y valores de magni-
tudes f́ısicas tales como la temperatura T0 o el campo eléctrico E [JLFS91]. A
este nivel también definimos los parámetros que controlan la simulación: du-
ración de cada subhistoria y paso temporal dt, la precisión deseada en el resul-
tado, etc. El siguiente paso es un cálculo preliminar de cada tasa de dispersión
como función de la enerǵıa del portador. La elección de la relación de dis-
persión ε(k) suele depender del problema de transporte simulado. En nuestro
caso hemos decidido usar una estructura de bandas anaĺıtica, que proporciona
un buen compromiso entre precisión y eficiencia, ya que nuestra intención es
la simulación del transporte de MOSFETs en la escala de los nanómetros. En
este caso se espera que el voltaje de alimentación esté por debajo de 1 V y no
tenemos como objetivo la simulación de ningún efecto de ruptura a campos
elevados [PDG04]. Por tanto, empleamos una ley de dispersión no parabólica
que incluye la anisotroṕıa de los valles de los materiales:

∑ ~
2k2
α

2mα
= ε(1 + αε), α = x, y, z. (4.9)

El siguiente paso es la generación de la duración de los vuelos (figura 4.1).
El vector de onda del electrón k cambia de forma continua durante un vuelo
libre debido a los campos aplicados. Por tanto, si λ[k(t)] es la probabilidad de
dispersión para un electrón en el estado k durante el intervalo temporal dt, la
probabilidad de que el electrón, que ya ha sufrido una colisión en t = 0, no
haya colisionado después de un tiempo t es:

exp

[
−
∫ t

0
dt′ λ[k(t′)]

]
, (4.10)

que da la probabilidad de que el intervalo (0, t) no contenga ninguna dispersión.
Consecuentemente, la probabilidad P (t) de que el electrón sufra su próxima
colisión durante el intervalo dt en el tiempo t es:

P (t)dt = λ[k(t)] exp

[
−
∫ t

0
dt′ λ[k(t′)]

]
dt. (4.11)

El tiempo de vuelo libre t puede ser generado a partir de la ecuación:

r =

∫ t

0
dt′ P (t′), (4.12)

donde r es un número aleatorio entre 0 y 1.
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4.2.2. Dispersión de los portadores

Una vez terminado el vuelo libre del electrón hay que elegir el mecanis-
mo de dispersión. El peso del i-ésimo mecanismo (donde hay n mecanismos
diferentes) está dado por:

Pi(k) =
λi(k)

λ(k)
, λ(k) =

n∑

i=1

λi(k). (4.13)

Se genera un número aleatorio entre 0 y 1 y se comprueban las siguientes
desigualdades:

j−1∑

i=1

λi(k)

λ(k)
< r <

j∑

i=1

λi(k)

λ(k)
, j = 1, . . . , n. (4.14)

Aceptamos el j-ésimo mecanismo si la j-ésima desigualdad se verifica. El cálcu-
lo del tiempo de vuelo libre y del canal de dispersión pueden ser simplificados
introduciendo la “autodispersión” λ0 [Ree69, Ree68].

Finalmente hay que determinar el estado k′ al que pasará el electrón des-
pués de la dispersión. Si el vuelo libre terminó con una autodispersión, entonces
k′ será igual a k, el estado antes de la dispersión. Cuando suceda una disper-
sión real, el estado k′ debe ser generado de forma aleatoria de acuerdo con la
sección eficaz diferencial del mecanismo de dispersión particular.

4.3. Técnicas de paralelización de simuladores Mon-

te Carlo

Podemos considerar dos formas principales de paralelizar el simulador
Monte Carlo. La primera de ellas consiste en la repartición de superpart́ıculas
entre procesadores usando la misma estrategia de descomposición de dominios
que en el caso de la resolución de la ecuación de Poisson. Con este método, ca-
da procesador simulaŕıa las superpart́ıculas que se encuentran en el interior de
su subdominio asignado. Al utilizar esta aproximación es recomendable hacer
particiones que tengan en cuenta la densidad de part́ıculas que habrá en cada
zona del dispositivo, ya que si no nos podŕıamos encontrar con un desbalan-
ceo importante en el caso de la subrutina que resuelve el transporte. Además,
también tendrá influencia en el balanceo la probabilidad de dispersión en ca-
da región del dispositivo. Por último, en este caso es necesario considerar la
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posibilidad de que una part́ıcula cambie de dominio durante un vuelo libre. Si
no se tiene cuidado se pueden dar iteraciones en las que cada part́ıcula cambie
varias veces de dominio. Este problema se puede aliviar mediante el uso de
regiones de solapamiento entre dispositivos, que permiten terminar la mayor
parte de los vuelos en el mismo procesador en el que empiezan. En este caso,
las part́ıculas que terminaran el paso temporal en la región de solapamiento
se enviaŕıan al procesador vecino apropiado.

La segunda estrategia de paralelización, que es la que hemos adoptado,
consiste en simular en cada procesador una cantidad aproximadamente igual
de superpart́ıculas independientemente de su posición en el dominio de simula-
ción. Esto requiere replicar la malla completa con algunas de sus propiedades
en todos los procesadores. El primer problema asociado con este método es la
necesidad de almacenar la malla completa en cada procesador. Sin embargo,
esto no es una restricción importante, ya que la cantidad de memoria necesa-
ria es de unos pocos MB incluso para una simulación relativamente grande.
El otro problema es la necesidad de comunicaciones de arrays del tamaño de
la malla para obtener el valor del potencial en los otros procesadores y para
actualizar las densidades de carga necesarias en la resolución de Poisson.

En este último caso los vuelos libres se realizan completamente en paralelo
hasta la etapa de inyección de part́ıculas en los contactos necesaria para que se
verifiquen las condiciones de contorno en los contactos óhmicos. En este mo-
mento es necesaria una reducción para obtener la carga total en los contactos,
que se comparará con el dopado para comprobar si se verifica la condición de
equilibrio térmico [GP96] y si no es aśı, inyectar las superpart́ıculas necesa-
rias. Una vez inyectadas es necesario hacer una reducción sobre la densidad
de carga en los nodos para poder usarla en la resolución de la ecuación de
Poisson en cada subdominio. Una vez resuelta, los valores locales del potencial
electrostático deben ser enviados a todos los procesadores para usarlos en el
cálculo de los campos eléctricos necesarios para el vuelo libre de los portado-
res de la siguiente iteración temporal. La figura 4.2 muestra un esquema del
proceso completo.

Para evaluar la eficiencia paralela del código simulamos un DG MOSFET
con longitud de canal de 4 nm, espesor del cuerpo de silicio de 3.3 nm y
0.54 nm de espesor de óxido de puerta. El dopado de las regiones de fuente
y drenador es constante e igual a 1 × 1020 cm−3, mientras que la región de
canal se mantiene sin dopar. Para las medidas de la aceleración y la eficiencia
las simulaciones se ejecutaron únicamente 100 iteraciones temporales en un
cluster HP Superdome con 128 procesadores Itanium 2 a 1.5 GHz.
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Figura 4.2: Diagrama de la subrutina Monte Carlo paralelizada.
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Figura 4.3: Aceleración (cruces) y eficiencia paralela (ćırculos) de un paso
temporal. Los valores de escalado ideal (ĺıneas discontinuas) se
muestran por comparación.

Para estudiar la escalabilidad del programa utilizaremos como medida la
aceleración (S) y la eficiencia paralela (PE), definidas para p procesadores
como:

S(p) =
t1
tp
, (4.15)

PE(p) =
t1
tpp

, (4.16)

donde t1 y tp son los tiempos de ejecución en uno y p procesadores respecti-
vamente. En la figura 4.3 se muestra su dependencia con el número de pro-
cesadores. Se puede ver que obtenemos supereficiencia, efecto que se debe al
escalado del resolutor de Poisson y empieza a desaparecer cuando aumenta-
mos el número de procesadores, ya que los tiempos de las operaciones que no
escalan con el número de procesadores y las comunicaciones empiezan a ser
del mismo orden de magnitud que los tiempos de la resolución de los sistemas
lineales o de los vuelos libres.

La tabla 4.1 muestra los tiempos de ejecución de las diferentes partes de
la iteración principal del lazo Monte Carlo. La escalabilidad de los vuelos li-
bres es muy buena, y está limitada principalmente por la fase de inyección
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Tabla 4.1: Tiempos medios, en segundos, de la simulación de un paso tem-
poral (titeration), de una resolución de la ecuación de Poisson
(tPoisson), de los vuelos libres (tflight), de la etapa de inyección
en los contactos (tcont.), de la comunicación de la concentra-
ción de electrones (treduc.), de la comunicación del potencial
(tcom.pot.) y de la actualización del campo eléctrico ( ~Eupdate)
para diferente número de procesadores (np).

np titeration tPoisson tflight tcont. treduc. tcom.pot. ~Eupdate

1 27.50 24.9 0.68 0.35 0.013 0.019 0.207
2 11.74 11.1 0.33 0.20 0.010 0.007 0.204
4 4.27 3.87 0.173 0.146 0.0085 0.0054 0.203
8 1.64 1.08 0.102 0.212 0.0188 0.0050 0.198
16 0.745 0.386 0.0420 0.101 0.005 0.0042 0.200
32 0.515 0.186 0.0209 0.079 0.009 0.006 0.206

de part́ıculas en los contactos por las comunicaciones que requiere para deter-
minar las part́ıculas necesarias para mantener la condición de equilibrio. La
otra etapa que vemos que limita la escalabilidad es la actualización del campo
eléctrico, que se replica por completo en todos los procesadores. En el caso de
la actualización del campo eléctrico se podŕıa paralelizar, pero dependeŕıa del
algoritmo que utilicemos para su cálculo.

4.4. Simulaciones Monte Carlo del transporte en si-

licio

Al simular el transporte en un cristal semiconductor debemos tener en
cuenta las interacciones con todos los átomos constituyen. Bajo ciertas con-
diciones podemos tener en cuenta el efecto de la red cristalina únicamente
mediante la estructura de bandas del material, que relaciona la enerǵıa con el
vector de onda del portador. Además, es importante tener en cuenta la inter-
acción con imperfecciones en forma de desviaciones de la periodicidad, como
son las impurezas, otros portadores, vibraciones de la red, etc. En esta sección
describiremos brevemente estos dos aspectos de las simulaciones, centrándonos
en las caracteŕısticas más relevantes para el transporte en silicio.
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Figura 4.4: (a) Estructura de bandas del Si calculada usando la aproxima-
ción de electrones fuertemente ligados. (b) Detalle de la región
próxima a la banda de enerǵıas prohibidas. En ambos casos las
primeras bandas de valencia y conducción están resaltadas en
rojo. El resto de las bandas de conducción están en azul y las
de valencia en negro.

4.4.1. Estructura de bandas y aproximación anaĺıtica

El cálculo de la estructura de bandas de un material es un problema com-
plejo que se ha estudiado en detalle. Existen numerosos métodos para su cálcu-
lo, tanto en materiales simples como para aleaciones, heterouniones, sistemas
confinados, etc. [RAF04, SRG+08, NCA+06]. Estos cálculos tienen una gran
importancia, ya que la estructura de bandas determina muchas de las propieda-
des del transporte y debe conocerse para la simulación predictiva de dispositi-
vos semiconductores. Además, estos cálculos permiten obtener la influencia de
factores como la tensión o el confinamiento sobre las bandas de enerǵıa lo que
es de especial importancia para los dispositivos actuales [ZRL+05, SKBA08].
En la figura 4.4 mostramos las bandas para el silicio calculadas mediante la
aproximación de electrones fuertemente ligados (Tight Binding, TB). En la
figura 4.5 mostramos la primera zona de Brillouin de una red fcc, como es el
caso del silicio, con los puntos de simetŕıa usados en la figura 4.4.

Sin embargo, en muchos casos no es necesario tener en cuenta la estructura
de bandas al completo, sino que es suficiente el comportamiento cerca del
mı́nimo de la banda de conducción o del máximo de la banda de valencia. En
estos casos es suficiente un modelo que permita describir de forma correcta
estas regiones. Uno de los modelos más utilizados es el de la aproximación no
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Figura 4.5: Primera zona de Brillouin para una red fcc en la que se mues-
tran puntos de alta simetŕıa.

parabólica obtenido a partir de la teoŕıa k· p:

ε(k)(1 + αε(k)) =
~

2

2
kM−1k, (4.17)

donde α es el factor de no parabolicidad y M−1 es la inversa del tensor de
masa efectiva,

M−1 =

{
1

~

∂2ε(k)

∂ki∂kj

}
. (4.18)

En el caso del silicio el factor de no parabolicidad es α = 0,5 eV −1 y los
valles principales para el transporte son los X, que se modelan como elipsoides
con masas efectivas longitudinal y transversal de 0,98m0 y 0,19m0 respec-
tivamente, como mostramos en la figura 4.6. Además, el modelo de bandas
utilizado también incluye otros valles de menor importancia en el silicio como
son los valle L y Γ.
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Figura 4.6: Superficies de enerǵıa constante próximas al mı́nimo de la ban-
da de conducción.

4.4.2. Principales mecanismos de dispersión

El movimiento de los portadores en el semiconductor está compuesto por
fases de arrastre en las que son acelerados por los campos eléctricos y colisiones,
que interrumpen estos vuelos libres. Durante la simulación consideraremos las
colisiones, como suele ser habitual, utilizando la regla de oro de Fermi, que
surge de la teoŕıa de perturbaciones de primer orden. Con esta aproximación
podemos calcular la probabilidad de transición entre dos estados, P (k,k′),
debida a la acción de una perturbaciónH ′ mediante la ecuación (4.7). Además,
una vez obtenida esta expresión para una perturbación dada, debemos integrar
a todos los estados finales k’ para obtener la probabilidad de dispersión W (k)
con la perturbación.

Los mecanismos de dispersión incluidos en nuestras simulaciones son: fono-
nes acústicos, fonones ópticos no polares intravalle, fonones ópticos no polares
intervalle para transiciones X-X (procesos g y f), fonones ópticos no polares
intervalle para transiciones X-L (procesos p) y X-Γ e impurezas ionizadas.
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Dispersión por fonones

En un potencial periódico perfecto los electrones no sufriŕıan dispersiones.
Sin embargo, en un cristal semiconductor existen desviaciones de la periodici-
dad. Las vibraciones de la red tienen una naturaleza oscilatoria y pueden ser
cuantizadas como fonones, que influenciarán el movimiento de los electrones
mediantes las llamadas interacciones electrón-fonón, que se encuentran entre
los principales mecanismos de dispersión en los dispositivos semiconductores
actuales. Hay dos tipos de modos de fonones: los de la rama acústica y los de
las ramas ópticas. En el primer caso los átomos de la celda unidad se mueven
en la misma dirección, por lo que se produce un desplazamiento efectivo de
la celda unidad al completo. En este caso, para longitudes de onda lo sufi-
cientemente grandes, las amplitudes de vibración cambiarán poco entre celdas
vecinas, por lo que la estructura es poco determinante y se puede aproximar
el medio como continuo [BS50]. Aśı, la perturbación producida por las va-
riaciones en la constante de red pueden expresarse en función de la tensión
inducida, ∇u(r, t) [Tom93]. En este caso el hamiltoniano de la perturbación
puede expresarse como

H ′ = Ξd∇u(r, t), (4.19)

donde la constante de proporcionalidad Ξ describe el desplazamiento de las
bandas por unidad de deformación. Utilizando este hamiltoniano en (4.7) se
puede llegar a la siguiente expresión para la probabilidad de dispersión con
fonones acústicos, incluyendo los procesos de emisión y absorción [Tom93]:

W (k) =

√
2(m∗)3/2kBTΞ2

d

π~4cl

√
Ek(1 + 2αEk)(1 + αEk)1/2, (4.20)

donde cl es la constante elástica del material.

En el caso de los fonones ópticos el hamiltoniano de la perturbación se
supone proporcional al desplazamiento, y no a su derivada, al orden más bajo
de aproximación. Aunque la suposición de medio continuo utilizada en el caso
de los fonones acústicos para longitudes de onda largas no es consistente, el
resultado final obtenido con la teoŕıa correcta es el mismo en el caso de suponer
una longitud de onda igual a la constante de red para reflejar el hecho de
que átomos en la misma celda unidad vibran en sentidos opuestos. Además,
teniendo en cuenta que la enerǵıa de los fonones ópticos es prácticamente
independiente del vector de onda, la enerǵıa y el número medio de fonones
se asumen constantes (~ω0 y n0)[JL89]. Con estas aproximaciones podemos
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llegar a la siguiente expresión para la probabilidad de dispersión en el caso de
dispersiones intravalle:

W (k) =
D2

0(m
∗)3/2√

2π~3ρω0

(
n0

n0 + 1

)√
Ek ± ~ω0·

·
√

1 + α(Ek ± ~ω0)(1 + 2α(Ek ± ~ω0)), (4.21)

donde D0 es la constante óptica del potencial de deformación, ρ la densidad
del cristal y los śımbolos superior e inferior hacen referencia a los procesos de
absorción y emisión respectivamente. En el caso de semiconductores cúbicos,
como el silicio, esta dispersión está restringida a los valles L, estando prohibida
para los X y los Γ. Además, los fonones ópticos no polares también pueden
inducir transiciones electrónicas entre valles diferentes. En este caso las proba-
bilidades de transición son equivalentes a la de transiciones intravalle, sólo que
también hay que considerar un cambio en la enerǵıa por el cambio de valle,
∆Ev, y además aparece un factor de multiplicidad γ que tiene en cuenta los
valles equivalentes finales:

W (k) =
D2

0(m
∗)3/2√

2π~3ρω0

(
n0

n0 + 1

)
γ
√
Ek ± ~ω0 − ∆Ev·

·
√

1 + α(Ek ± ~ω0 − ∆Ev)(1 + 2α(Ek ± ~ω0 − ∆Ev)).
(4.22)

Para todos los tipos de dispersión por fonones que consideramos aqúı, la
dispersión es isótropa, por lo que podemos calcular fácilmente la dirección del
electrón tras la dispersión con dos números aleatorios uniformes r1, r2 ∈ [0, 1):

φ = 2πr1, (4.23)

cos θ = 2r2 − 1. (4.24)

Dispersión por impurezas ionizadas

Los portadores en un dispositivo semiconductor habitualmente tienen que
atravesar zonas dopadas en las que las impurezas ionizadas afectas notable-
mente al transporte a través de interacciones de tipo coulombiano. Sin em-
bargo, el potencial electrostático en el material semiconductor está apanta-
llado por la presencia de portadores libres. Existen dos formas principales de
tratar este apantallamiento: las aproximaciones de Conwell-Weisskopf y de
Brooks-Herring [Tom93]. En la primera aproximación se utiliza un potencial
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coulombiano con un parámetro de corte para las distancias menores que la
distancia media entre dopantes, mientras que en la segunda aproximación se
usa un potencial apantallado de la forma V (r) = C exp (−r/LD). En este caso
la probabilidad de dispersión que se obtiene es [Tom93]:

WBH(k) =
q4N√

m∗2
√

2πε2E2
β

√
Ek(1 + αEk)(1 + 2αEk)

1 + 4Ek
1+αEk

Eβ

, (4.25)

donde N es el dopado y Eβ es una enerǵıa relacionada con la longitud de
apantallamiento βs [CQ81]:

Eβ =
~

2

2m∗
β2
s =

q2~2n

2εm∗kBT

F−1/2(ηc)

F1/2(ηc)
. (4.26)

Más adelante, Ridley [Rid77] introdujo lo que es un puente entre las dos
aproximaciones. Para este modelo se obtiene la siguiente probabilidad de dis-
persión [dRW86]:

W (k) = v

[
1 − exp

(
−WBH

v

)]
, (4.27)

con v dado por

v = aI

√
2

m∗

√
Ek(1 + αEk)

1 + 2αEk

, (4.28)

donde aI da la inversa de la distancia media entre impurezas ionizadas, aI =
(2πN)1/3.

Este mecanismo de dispersión es anisótropo, por lo que el cálculo de la
dirección final es algo diferente al caso de la dispersión por fonones. Los ángulos
que definen la dirección final en este caso los calculamos usando el método
directo descrito en [dRW86]:

φ = 2π · rnd1, (4.29)

cos θ = 1 − 2
(WBH − r3)

WBH + 4r3Ek(1 + αEk)/Eβ
, (4.30)

con

r3 = −r1 ln [r2 + (1 − r2) exp(−WBH/r1)] , (4.31)

r1 = aI
√

2/m∗
√
Ek(1 + αEk)/(1 + 2αEk), (4.32)

r2 = 1 − rnd2, (4.33)

donde usamos dos número aleatorios uniformes rnd1, rnd2 ∈ [0, 1).
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Figura 4.7: Velocidad media de los electrones frente al campo eléctrico para
el silicio en las direcciones 〈100〉 y 〈111〉 comparadas con datos
experimentales en escalas logaŕıtmica y lineal.

Dispersión por rugosidad superficial

Por último, consideramos el efecto que la rugosidad de las interfaces entre
óxido y silicio tienen sobre el transporte en dispositivos. Una de las formas
más habituales de incluir su efecto en simulaciones semiclásicas sin correc-
ciones cuánticas es el uso de unas condiciones de contorno espećıficas en las
interfaces entre los dos materiales. En este caso cuando una part́ıcula coli-
siona con la interfaz existe una cierta probabilidad de que no sea reflejado
de forma especular, sino que se añade una componente de aleatoriedad a la
dirección de salida de la reflexión. Sin embargo, este modelo no es apropiado
cuando se introducen correcciones cuánticas, ya que el número de colisiones es
muy bajo al aparecer un potencial cuántico repulsivo. En este caso es posible
añadir la dispersión por rugosidad superficial como un mecanismo de disper-
sión adicional [RF03]. El modelo original fue desarrollado para transistores de
una puerta, y aunque hay trabajos sobre reformulación para otras arquitectu-
ras [GRCC+01, JFT07b, JFT07a], por el momento no hemos introducido el
modelo en las simulaciones de transistores MOSFET.
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Figura 4.8: Movilidad del silicio para diferentes concentraciones de impure-
zas comparadas con datos experimentales (cuadrados) y simu-
laciones con la dispersión por impurezas ionizadas introduci-
da ab initio (estrellas) [ARA08]. Los datos con los modelos
de apantallamiento se corresponden con: modelo de Debye-
Hückel (ĺımite no-degenerado, ćırculos), modelo de Thomas-
Fermi (ĺımite degenerado, rombos) y modelo estático descrito
en el texto (triángulos).

4.4.3. Resultados

Utilizando el modelo anaĺıtico de bandas y los mecanismos de dispersión
anteriormente descritos realizamos la simulación de transporte en silicio para
validar los resultados frente a medidas experimentales. En primer lugar mos-
tramos, en la figura 4.7, las curvas velocidad-campo para el silicio para dos
direcciones de transporte, la 〈100〉 y la 〈111〉. Podemos ver un buen acuerdo
con las medidas experimentales en las dos direcciones para el rango de valores
del campo eléctrico simulados.

Además, también hemos simulado la movilidad para diferentes valores de
la concentración de impurezas ionizadas y usando tres modelos para el apan-
tallamiento, como se puede ver en la figura 4.8. El primero de ellos, el de
Debye-Huc̈kel se obtiene como ĺımite en el caso de no degeneración de la ex-
presión que usamos para la longitud inversa de apantallamiento (4.26):

β2
s =

q2n

εkBT

F−1/2(ηc)

F1/2(ηc)
→ q2n

εkBT
. (4.34)
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Vemos que esta aproximación funciona bien hasta valores de la concentra-
ción de impurezas ionizadas de hasta 1017-1018 cm−3 pero después lleva a un
aumento excesivo que no se ve en los experimentos.

Otro ĺımite que mostramos es el de alta degeneración, que lleva al modelo
de apantallamiento de Thomas-Fermi:

β2
s =

q2n

εkBT

F−1/2(ηc)

F1/2(ηc)
→ q2m∗

π2ε~2
(3π2n)1/3. (4.35)

En este caso la movilidad se sobreestima más que con los otros modelos para
concentraciones de impurezas bajas, pero el comportamiento a concentraciones
altas corrige los problemas que tiene la aproximación anterior.

Pese a que su cálculo es el más costoso, vemos que para cubrir todo el
rango de concentraciones de impurezas ionizadas es necesario usar la expresión
original:

β2
s =

q2n

εkBT

F−1/2(ηc)

F1/2(ηc)
. (4.36)

4.5. Simulación de dispositivos: uso de mallas te-

traédricas

El uso de mallas tetraédricas en la simulación Monte Carlo implica algunas
complicaciones o cambios con respecto a los algoritmos utilizados en mallas
cartesianas. En esta sección comentamos algunos de estos cambios. En primer
lugar describimos la implementación de las correcciones cuánticas, aunque el
cambio principal proviene de la discretización de elementos finitos necesaria
descrita en el caṕıtulo 3. A continuación describimos los procesos de asignación
de carga e interpolación del campo eléctrico, especialmente importantes porque
su correcta elección permite minimizar las autofuerzas sobre las part́ıculas.
Finalmente describimos los procesos de inyección de carga e integración de las
ecuaciones del movimiento, que, pese a tener la misma forma que los usados
en mallas cartesianas, tienen algunas particularidades asociadas con el uso de
mallas tetraédricas.

4.5.1. Correcciones cuánticas

Para reflejar los efectos del confinamiento cuántico en las simulaciones
Monte Carlo hemos implementado el modelo density gradient descrito en el
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caṕıtulo 3. Al resolver las ecuaciones de este modelo podemos obtener un po-
tencial cuántico VQ que utilizamos para corregir la fuerza sobre las part́ıculas.
El uso de la discretización basada en potenciales en lugar de en densidades de
portadores permite una solución más suave, especialmente cuando se usa de
forma autoconsistente [wTW04, SMGGR06], ya que las simulaciones Monte
Carlo producen una densidad muy ruidosa. Sin embargo, inicialmente sólo he-
mos implementado la corrección sin autoconsistencia, utilizando el resultado
del modelo arrastre-difusión con density gradient para obtener un valor de VQ
que mantenemos fijo a lo largo de la toda la simulación Monte Carlo para la
polarización dada. Usando este potencial calculamos el campo en la posición
de las part́ıculas como

E = −∇(VSC + V FF
Q ), (4.37)

donde V FF
Q es el potencial cuántico procedente de la solución inicial y VSC

el potencial electrostático que se obtiene en cada iteración del Monte Carlo.
Pese a la falta de autoconsistencia en la corrección cuántica, en [RA08] se
muestra, para un voltaje de drenador bajo, que los resultados obtenidos con
esta aproximación son muy similares a los obtenidos con una aproximación
totalmente autoconsistente. Finalmente comentar una ventaja numérica que
nos proporciona el uso de correcciones cuánticas en la simulación. La aparición
de una fuerza que repele a las part́ıculas de la interfaz hace menos frecuentes
las colisiones con la interfaz, lo que supone una reducción considerable de ope-
raciones y una mayor estabilidad numérica del código, especialmente cuando
usamos dominios no rectangulares, donde estas operaciones son más costosas.

Vemos un ejemplo del uso de este algoritmo para la corrección cuántica
en la figura 4.9, donde mostramos la concentración media de portadores en
dos secciones transversales de un TriGate MOSFET de 40 nm de longitud de
puerta [KDD+06] a una polarización de drenador de 0,05 V y de puerta de
1,1 V. El efecto de la corrección cuántica queda reflejado en el vaciamiento de
portadores en la interfaz óxido-silicio, tanto en las zonas de fuente y drenador
como bajo los tres lados cubiertos por la puerta.

4.5.2. Autofuerzas: asignación de carga e interpolación del cam-

po eléctrico

En simulaciones que utilizan part́ıculas y que además deben estar acopla-
das de forma autoconsistente a una malla del dominio de simulación pueden
aparecer fuerzas no f́ısicas que surgen de este acoplamiento. Por ejemplo, en
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Figura 4.9: Concentración media de portadores en dos secciones transver-
sales de un TriGate MOSFET de 40 nm de puerta (VD=0,05 V
y VG=1,1 V) usando un potencial cuántico constante en toda
la simulación.

nuestro caso las cargas deben ser asignadas a los nodos circundantes para re-
solver la ecuación de Poisson. Una vez resuelta podemos obtener los campos
eléctricos sobre los nodos de la malla, de forma que debemos hacer otro pro-
ceso de interpolación a la posición de la part́ıcula para conocer la fuerza sobre
ella. En el primer proceso de mapeo de magnitudes del espacio “real” en el
que se mueven las part́ıculas al espacio discretizado en el que se resuelven las
ecuaciones de campo se pierde resolución espacial que se trata de recuperar
después mediante interpolación. Veremos que este proceso puede ser hecho de
tal forma que no produzca estas fuerzas falsas. Sin embargo, la irregularidad
de la malla sobre la que se resuelven las ecuaciones provoca que se pierda la
simetŕıa esférica en la solución de la ecuación de Poisson para una carga pun-
tual, lo que hace que el proceso de interpolación final del campo no produzca
fuerza cero en la posición original de la part́ıcula aunque se resolviera sobre
un dominio discretizado infinito sin interferencia de condiciones de contorno.

El impacto de las autofuerzas en simulaciones que usan part́ıculas ha sido
muy estudiado [HE88, Lau96] y se han propuesto varios métodos para mini-
mizarlas. Sin embargo, la mayoŕıa de estos métodos sólo obtienen resultados
satisfactorios para mallas ortogonales [Lau96]. Formalmente, se ha demostrado
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que las autofuerzas son nulas para mallas ortogonales uniformes si la asigna-
ción de carga y el esquema de interpolación de fuerzas son equivalentes [HE88].
Sin embargo, es importante decir que esto no es una condición necesaria como
se demuestra en [Lau96], donde se presentan varios esquemas para obtener
autofuerza cero.

En dispositivos reales tenemos condiciones de contorno e inhomogeneida-
des, aśı que la fuerza sobre una part́ıcula sola no tiene que ser cero. Sin embar-
go, aunque la falta de resolución espacial para reflejar estas inhomogeneidades
también llevará a fuerzas incorrectas sobre la part́ıcula, esto se podŕıa remediar
usando una malla más fina. Esto hace este efecto diferente de las autofuerzas,
que no pueden ser eliminadas refinando la malla.

El problema de las autofuerzas ha sido especialmente problemático con
mallas no estructuradas, y pocos resultados positivos se han obtenido en este
caso. En [Lau96], el tratamiento de las autofuerzas sobre mallas no estructu-
radas asume que se conoce el potencial electrostático en los nodos y que de él
se puede obtener únicamente un valor constante del campo eléctrico en cada
elemento. Con esta suposición, se demuestra que sólo es posible obtener au-
tofuerza cero si los elementos son equiláteros. Esto se podŕıa hacer asignando
la misma cantidad de carga de cada part́ıcula a todos los nodos del elemento.
Sin embargo, es claro que la aplicación de este resultado a dispositivos reales
es muy limitada. Sin embargo, si obtenemos el valor del campo eléctrico en los
nodos de la malla, podemos definir una asignación de carga y un esquema de
interpolación del campo eléctrico de tal forma que la autofuerza fuera cero. En
lo que sigue asumiremos que conocemos el campo eléctrico sobre los nodos de
la malla, E(rp). Más adelante volveremos sobre el problema de obtener estos
valores.

En [HE88], se utilizan dos condiciones para demostrar que la autofuerza
es cero:

1. La asignación de carga y el esquema de interpolación de fuerzas deben
ser iguales. Sea φ(r−rp) la función de interpolación asociada con el nodo
p del elemento considerado en el punto r. La contribución a la carga en
el nodo rp de una carga qk en r será

q(rp) = qkφ(r − rp), (4.38)

Por otro lado, el campo eléctrico en r será

E(r) =
∑

p∈nodes

φ(r − rp)E(rp). (4.39)
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2. El campo eléctrico definido sobre los nodos de la malla debe ser esféri-
camente simétrico. El campo eléctrico en un nodo ri generado por una
carga en el nodo rj debe tener la misma magnitud y sentido opuesto al
campo eléctrico en el nodo rj generado por la misma carga en el nodo
ri. Asumiendo que hay una dependencia lineal entre el campo eléctrico
y la carga,

E(rp) =
∑

p′∈nodes

G(rp; rp′)q(rp′), (4.40)

donde la matriz de proporcionalidad deber ser antisimétrica:

G(rp; rp′) = −G(rp′ ; rp). (4.41)

Condición 1: esquemas de asignación de carga e interpolación de

campo eléctrico

Una vez obtenido el campo eléctrico en los nodos de la malla es fácil hacer
que se verifique la condición 1. Para ello usamos las funciones de interpolación
lineales del método de elementos finitos sobre tetraedros que usamos en la
discretización de la ecuación de Poisson. Para un elemento e, las funciones
asociadas a cada uno de sus nodos p ∈ e [BCO81] son:

{
φ(r − rp) = φep(r) =

vp
Ve

r ∈ Ωe

φ(r − rp) = φep(r) = 0 en otro caso,
(4.42)

donde Ve es el volumen del elemento e que contiene al punto r y vp el volumen
del subtetraedro formado por este punto y los tres nodos de la cara opuesta a
p.

El uso de esta interpolación para la asignación de carga surge de forma
natural al discretizar la ecuación de Poisson usando cargas puntuales. En pri-
mer lugar introducimos la densidad de carga obtenida a partir de la posición
de las part́ıculas en la formulación débil de la ecuación de Poisson. Para ello
expresamos la densidad de electrones en el espacio como:

n =
∑

k∈p

qkδ(rk). (4.43)

Sustituyendo en (3.113) obtenemos, para el término en n,
∫

Ω
nv dΩ =

∫

Ω

∑

k∈p

qkδ(rk)v dΩ. (4.44)
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Figura 4.10: Interpretación geométrica de la asignación de carga para un
elemento cartesiano (izquierda) y uno triangular (derecha).
Wi es el peso asociado al nodo i y corresponde al área del
subelemento opuesto al nodo. Los subelementos están defini-
dos por un punto que seŕıa la posición de la carga.

Usando la aproximación de Galerkin para v, v =
∑
viθi, quedándonos sólo

con el término i-ésimo de la suma sobre i y pasando a trabajar con funciones
de forma, obtenemos la contribución de la densidad de electrones a (3.116),
∫

Ω

∑

k∈p

qkδ(rk)θi dΩ =

∫

Ω

∑

k∈p

qkδ(rk)
∑

e∋i

φei dΩ =
∑

k∈p

∑

e∋i

qkφ
e
i (rk). (4.45)

En la figura 4.10 se muestra un ejemplo en dos dimensiones de esta asig-
nación de carga y se compara con la asignación CIC (cloud-in-cell) estándar
usada en mallas ortogonales.

Condición 2: antisimetŕıa del campo eléctrico

La condición 2 se verifica si el campo eléctrico en los nodos es exacto.
Sin embargo, los valores serán aproximaciones y no satisfarán está condición
perfectamente. Esto es una fuente de autofuerzas en el dispositivo con una
magnitud dependiente de la precisión del valor del campo eléctrico.

Con estas condiciones, usando (4.38), (4.39) y (4.40), el campo eléctrico en
un punto r en un dominio con una única part́ıcula k se puede escribir como:

Ek(r) =

s∑

p=1

s∑

p′=1

qkφ(r− rp)G(rp; rp′)φ(r − rp′). (4.46)

Si se verifica la condición (4.41), entonces esta expresión es idénticamente
nula. Asumiendo que el campo eléctrico es lineal, E(r) =

∑
iEi(r), las auto-

fuerzas serán cero en todo el dominio. Sin embargo, en general la condición



CAPÍTULO 4. EL MÉTODO DE SIMULACIÓN MONTE CARLO 163

no se verificará de forma exacta y el campo no será nulo. La magnitud de la
autofuerza dependerá, por tanto, de lo próximo que esté el campo eléctrico a
la antisimetŕıa.

Por tanto, una vez definidos los esquemas de asignación de carga y campo
eléctrico, vemos que probablemente el paso más cŕıtico es el de la obtención
de un campo que verifique la propiedad de antisimetŕıa. En principio, la forma
más consistente de calcular el campo eléctrico consistiŕıa en formular el proble-
ma variacional y resolverlo usando el método de elementos finitos. Partiendo
de la definición,

E = −∇ψ, (4.47)

podemos escribir la forma variacional:
∫

Ω
(E + ∇ψ) v dΩ = 0. (4.48)

Usando la aproximación de Galerkin,

∫

Ω




N∑

j=1

Ejθj +

N∑

j=1

ψj∇θj




N∑

i=1

viθi dΩ = 0. (4.49)

Debido a la arbitrariedad de v, esto resulta en el siguiente sistema de ecuacio-
nes vectorial:

N∑

j=1

[
Ej

∫

Ω
θjθi dΩ + ψj

∫

Ω
∇θjθi dΩ

]
= 0 ∀i = 1, ...,N. (4.50)

Por tanto, usando este método debeŕıamos resolver tres sistemas de ecua-
ciones adicionales por iteración, además de la ecuación de Poisson. Otra forma
más económica de obtener el campo eléctrico en los nodos de la malla consiste
en obtener el valor en cada elemento a partir del valor del potencial en sus
nodos y después hacer una interpolación a los nodos. Para un elemento e, el
campo eléctrico se obtendŕıa como

Ee = −∇ψe = −∇
(
∑

i∈e

ψiθi

)
= −

∑

i∈e

ψi∇θi. (4.51)

A partir de estos valores obtendŕıamos el campo eléctrico en los nodos como

E(ri) =
∑

e∋i

weEe. (4.52)
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Al probar distintas posibilidades para los pesos we encontramos que hab́ıa
una dependencia débil con la elección. Aún aśı, probando con potenciales
anaĺıticos comprobamos que el menor error lo obteńıamos usando la siguiente
interpolación:

E(ri) =
∑

j

A

de
Ee, (4.53)

donde la suma es sobre todos los tetraedros vecinos y dj la distancia entre el
nodo ri al baricentro del tetraedro vecino e. La constante A se elige de tal

forma que
∑ A

de
= 1 para cada nodo, aśı que A =

(∑ 1
de

)−1
.

Una vez definidos los métodos para interpolar el campo eléctrico en los
nodos, evaluamos su calidad en función de la proximidad a la antisimetŕıa.
Para ello resolvemos la ecuación de Poisson en un dominio cúbico con densidad
de carga diferente de cero en un único nodo de tal forma que las fronteras estén
lo suficientemente lejos para que las condiciones de contorno afecten poco a
la solución en las proximidades de la carga. Repetimos este cálculo para los
cuatro nodos de un mismo elemento. Con estos datos comprobamos los campos
eléctricos en cada nodo originados por cada una de las cuatro localizaciones
de la carga. En el caso ideal la matriz resultante debeŕıa ser antisimétrica.
En primer lugar utilizamos una malla tetraédrica estructurada. En este caso,
para las componentes x de los campos eléctricos obtuvimos las siguiente matriz
(normalizada al valor más elevado):

Gx ≃




4,1 · 10−8 −0,22826 −0,32240 −0,99933
0,22827 1,1 · 10−5 −0,16331 −0,51641
0,32241 0,16333 1,1 · 10−5 −0,52093
1,00000 0,51709 0,52161 6,8 · 10−4




Podemos ver que aunque no sea antisimétrica, la desviación está próxima al
0.1 %, por lo que el uso de este tipo de interpolación es suficiente.

Después de esto hicimos una prueba sobre una malla no estructurada.
En este caso obtenemos la siguiente matriz para la componente x del campo
eléctrico:

Gx ≃




0,01719 −0,70076 −0,14044 0,05078
0,70327 −0,11414 0,72234 1,00000
0,20840 −0,77500 0,03204 0,31582
−0,01774 −0,99745 −0,32233 0,03744



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Podemos ver que en este caso la matriz está más lejos de la antisimetŕıa, con
una desviación de hasta cerca del 100 % en uno de los elementos (Gx41, G

x
14).

En este caso también calculamos el campo usando (4.50) para comprobar si
mejora el comportamiento. La matriz que se obtiene es:

Gx ≃




−0,00785 −0,69734 −0,04820 0,06307
0,67289 −0,06546 0,79161 0,94406
0,19568 −0,84617 0,09457 0,36391
−0,06996 −1,00000 −0,26227 −0,01267




Se puede ver que el comportamiento es similar y se caracteriza por la misma
irregularidad.

Aunque el valor del campo calculado sea algo más preciso, el coste de
la resolución de los sistemas de ecuaciones no compensa la mejoŕıa en las
propiedades del campo con respecto a la antisimetŕıa.

4.5.3. Inyección de portadores sobre los contactos óhmicos

Otro proceso que requiere adaptación a mallas tetraédricas es la inyección
de portadores en los contactos. En este caso hay que clasificar los tetraedros
frontera en función del número de nodos sobre el contacto. Sólo los que tengan
una cara sobre la superficie del contacto pueden ser utilizados para la inyección
de part́ıculas, pero todos contribuyen al cálculo de la carga total adyacente al
contacto. El número total de part́ıculas que deben ser inyectadas se calcula
mediante la diferencia entre la carga fija (dopantes ionizados) en el volumen
adyacente al contacto y la carga de las superpart́ıculas en este mismo volumen.
La inyección de estas part́ıculas se realiza de acuerdo a la densidad de carga
obtenida en la solución de las ecuaciones de arrastre difusión. Para esto se
emplea un método equivalente al utilizado en la selección del mecanismo de
dispersión. En primer lugar, a cada triángulo sobre el contacto se le asigna
una probabilidad proporcional a su área y su densidad de carga. Después,
se genera un número aleatorio y se compara con los productos normalizados
área·densidad de los triángulos:

r <

j∑

i=1

aini
AC

, j = 1, . . . , n,

donde ai es el área del triángulo i, AC es el producto área·densidad total,
AC =

∑n
i=1 aini, y n es el número de triángulos en el contacto. Una vez
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seleccionado el triángulo, se escoge una posición aleatoria sobre él:





r = r0 + r1 · r01 + r2 · r02

r1 + r2 ≤ 1
r1, r2 ≥ 0

donde r0 , r1 y r2 son las posiciones de los nodos del triángulo, r0 y r1 dos
números aleatorios y rij el vector rj − ri.

4.5.4. Integración de las ecuaciones del movimiento

El movimiento de las part́ıculas en un campo externo (el campo eléctrico
E en nuestro caso) está gobernado por las ecuaciones del movimiento. La
trayectoria de la part́ıcula puede ser obtenida integrando estas ecuaciones, lo
que es un proceso, en principio, independiente de la malla. Sin embargo, la
necesidad de interpolar el campo en la posición de las part́ıculas hace que este
proceso presente más complejidades en el caso del uso de tetraedros que en el
caso de mallas hexaédricas cartesianas.

En la primera parte de la sección mostraremos las ecuaciones que debemos
resolver. A continuación comentaremos las dificultades espećıficas que presenta
el uso de mallas tetraédricas.

Las ecuaciones que debemos resolver en los vuelos libres en el modelo
semiclásico son:

v =
dr

dt
=

1

~
∇kε(k) (4.54)

y
dk

dt
=

−eE
~

, (4.55)

donde ε(k) está dado por la estructura de bandas del material. En nuestro caso
estamos usando un modelo de bandas anaĺıtico anisótropo y no parabólico:

ε(k)(1 + αε(k)) =
~

2

2
kM−1k = γ =

~
2|ks|2
2m∗

, (4.56)

donde M es el tensor de masa efectiva. La masa efectiva m∗ la introducimos
mediante las transformaciones de Herring-Vogt [SS83]. Por ejemplo, para los
valles X, los más importantes para el transporte en el silicio,

ksa =

√
m∗

ma
ka, a = x, y, z. (4.57)
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La simetŕıa del tensor de masa efectiva inverso M−1 lleva a la siguiente
ecuación para la trayectoria de las part́ıculas:

dr

dt
=

~M−1k√
1 + 4αγ

=
~k∗

√
1 + 4αγ

. (4.58)

Nuevamente para el valle X, tenemos

k∗a =
ka
ma

, a = x, y, z. (4.59)

Como el campo eléctrico debe ser constante en cada vuelo libre entre dos
soluciones consecutivas de la ecuación de Poisson para evitar las autofuerzas,

k∗(t) = k∗(0) − qE∗

~
t (4.60)

y

r(t) = r(0) + ~

∫ t

0

k∗(0) − qE∗

~
t√

1 + 4αγ(t)
dt. (4.61)

La dependencia temporal de γ está dada por

γ = ~
2 ks · ks

2m∗
=

~
2

2m∗

[
|ks(0)|2 − 2

q

~
Es · ks(0)t+

q2

~2
|Es|2t2

]
. (4.62)

En este punto podemos hacer una aproximación permitiendo que γ sea
constante durante los vuelos libres. Más adelante comentaremos esta aproxi-
mación, pero por el momento continuamos incluyendo la dependencia temporal
de γ. En este caso tenemos que resolver la siguiente integral:

∫ t

0

a+ bt√
c+ dt + et2

dt, (4.63)

donde a, b, c, d y e son constantes. Esta integral se puede resolver anaĺıtica-
mente:

∫ t

0

a+ bt√
c+ dt+ et2

dt =
b

e

√
c+ dt + et2+

+

(
a√
e
− bd

2e
√
e

)
arcsenh
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−
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e

√
c−

(
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e
− bd

2e
√
e

)
arcsenh

d√
4ec − d2

. (4.64)
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Sin embargo, resolver esta ecuación para encontrar la posición de la part́ıcu-
la al final del vuelo libre puede ser demasiado costoso. Como comentamos
anteriormente, para simplificar los cálculos aproximamos las trayectoria de la
part́ıcula usando un valor de γ constante durante cada vuelo libre. En este
caso la integral es ∫ t

0

a+ bt√
1 + 4αγ

dt =
at+ bt2

2√
1 + 4αγ

(4.65)

y la trayectoria de la part́ıcula es una parábola:

r(t) = r(0) +
~k∗(0)√
1 + 4αγ

t− qE∗

2
√

1 + 4αγ
t2. (4.66)

Esto es equivalente al resultado obtenido usando un modelo de bandas pa-
rabólico pero con un valor de la masa modificado por la enerǵıa del electrón.
La figura 4.11 muestra el valor de la integral para los tres casos: aproxima-
ción de bandas no parabólicas, aproximación de bandas no parabólicas con
γ constante durante los vuelos libres y, por último, aproximación de bandas
parabólicas. Además, también mostramos el error en los dos últimos casos
cuando los comparamos con el primero. Los valores de la gráfica se obtuvieron
con las siguientes condiciones iniciales: k = (108, 0, 0) [m−1] y E∗ = (108, 0, 0)
[V/m]. Sin embargo, la diferencia entre ambas aproximaciones aumenta para
diferentes condiciones iniciales, por ejemplo, en el caso de empezar con un
campo eléctrico más bajo como el que se encontraŕıa en las regiones de fuente
o drenador.

Para terminar la sección comentaremos las particularidades de la imple-
mentación de los vuelos libres sobre mallas tetraédricas. En primer lugar tene-
mos que considerar la identificación del elemento que contiene a la part́ıcula.
En el caso de mallas hexaédricas cartesianas este proceso consiste únicamente
en la comparación de las coordenadas de las part́ıculas con las de los planos
de los elementos. Sin embargo, en el caso de mallas tetraédricas el proceso
no es tan directo. Podemos considerar dos opciones principales: hacer compa-
raciones en el espacio sin transformar con planos de orientaciones arbitrarias
o hacer una transformación a un espacio en el que las comparaciones sean
más directas. En cualquiera de los dos casos hacen falta más operaciones que
con mallas cartesianas, lo que resulta en un proceso no sólo más lento, sino
también con una precisión menor. Afortunadamente este es un proceso que no
es necesario realizar muchas veces durante la ejecución del código. El proceso
que presenta más dificultades es el de la determinación del tiempo de vuelo
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Figura 4.11: Valor de la integral usada en el cálculo de las trayectorias con
un paso temporal de 0.2 fs. Para las aproximaciones parabóli-
ca y de γ constante también se muestran los errores.

hasta que la part́ıcula alcanza una frontera del elemento en el que está. En
el caso de mallas tetraédricas, aunque sólo hace falta comprobar el corte con
cuatro planos, estos son arbitrarios, por lo que el proceso es más costoso que
en el caso de tener que comprobar únicamente planos cartesianos que permi-
ten desacoplar completamente las ecuaciones en las tres direcciones x, y, z. La
ecuación para t que se debe resolver en general es:

Ax(t) +By(t) + Cz(t) +D = 0, (4.67)

donde A, B, C y D son los coeficientes que definen el plano de cada cara del
elemento. En mallas cartesianas las seis ecuaciones resultantes son x(t) = x0,
x(t) = x1, y(t) = y0, y(t) = y1, z(t) = z0 y z(t) = z1. Sin embargo, en mallas
tetraédricas debemos resolver la ecuación (4.67) para cuatro planos arbitrarios.
Aunque esto no supone una diferencia apreciable en el número de operaciones,
śı que resulta en un error mayor en la determinación de la posición final de la
part́ıcula, que puede no quedar exactamente sobre la frontera que atraviesa.
Esto hace necesario trabajar con tolerancias mayores para evitar problemas
con la elección del elemento al que va la part́ıcula tras cruzar el plano y en el
movimiento ese mismo elemento. Por supuesto, esta tolerancia depende de la
aproximación que usemos para la trayectoria de la part́ıcula, y será mayor si
usamos (4.64) que si usamos la aproximación (4.65), ya que la incertidumbre
en la solución de la ecuación será mayor.
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4.6. Simulación de un DG MOSFET de 10 nm de

puerta

Para mostrar el funcionamiento del simulador utilizamos un transistor
MOSFET de doble puerta. El transistor tiene longitud de puerta de 10 nm
con un espesor del cuerpo de silicio de 6 nm y un espesor equivalente del óxido
de puerta de 0,5 nm. La fuente y el drenador tienen un dopado constante de
1 × 1020 cm−3 y el canal sin dopar.

En primer lugar esta estructura sirvió para estudiar el impacto de las au-
tofuerzas al usar una malla tetraédrica, principalmente por su alta simetŕıa.
Como se comentó en la sección 4.5.2, cuando simulamos un dispositivo, no
todas las fuerzas que aparecen sobre una part́ıcula sola en el dispositivo son
autofuerzas, sino que algunas tienen su origen en las condiciones de contorno
o en la inhomogeneidad del dispositivo debida, por ejemplo, a la presencia del
dieléctrico de puerta. Sin embargo, en el caso del transistor de doble puer-
ta, debido a su simetŕıa, en el centro del dispositivo la fuerza que sienta una
part́ıcula debeŕıa tener su origen únicamente en la malla. Por tanto, para com-
probar la magnitud de esta fuerza hacemos simulaciones de la estructura del
dispositivo en las que la única carga es una carga puntual en diferentes posi-
ciones del dispositivo. Las figuras 4.12 y 4.13 muestran la magnitud del campo
eléctrico en diferentes regiones del dispositivo. Queda clara una correlación
entre la magnitud de una componente del campo eléctrico y la distancia a las
fronteras perpendiculares a esta. Esto se debe a que para cada componente la
ruptura de la simetŕıa esférica es más pronunciada en esa dirección. Además
también mostramos el módulo del campo eléctrico, que podemos ver que es
mı́nimo es en centro del dispositivo.

Además de probar con parejas asignación-interpolación que producen teóri-
camente autofuerza cero, también probamos con otras dos más sencillas que
no anulan las autofuerzas. Una de ellas utiliza el valor del campo en cada
elemento constante y la otra asigna la carga a los nodos y la introduce en la
ecuación (3.116) como una densidad. Para ello la carga en cada nodo se divide
por el volumen asociado a este nodo, que es la suma de la cuarta parte de los
volúmenes de todos los tetraedros que contienen al nodo. Una vez resuelta la
ecuación de Poisson se interpola el campo eléctrico a la posición de la part́ıcula.
Este último método de asignación de carga es el equivalente al CIC utiliza-
do habitualmente en simulaciones usando el método de diferencias finitas. La
figura 4.14 muestra la reducción en la fuerza ejercida sobre la part́ıcula en
el MOSFET de doble puerta simulado cuando comparamos nuestro esquema
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(a) (b)

Figura 4.12: Isosuperficies (a) de la componente x y (b) de la componente
y del campo eléctrico actuando sobre una part́ıcula situada
en el interior del dispositivo.

(a) (b)

Figura 4.13: Isosuperficies (a) de la componente z y (b) del módulo del
campo eléctrico actuando sobre una part́ıcula situada en el
interior del dispositivo.
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Figura 4.14: Reducción del campo eléctrico, en órdenes de magnitud, so-
bre la posición de una part́ıcula en el transistor MOSFET de
doble puerta de 10 nm de longitud de canal.

con el de campo constante sobre cada elemento [Lau96]. Podemos ver que la
mejora más importante está lejos de las fronteras, concretamente en el centro
del dispositivo, donde la contribución de las condiciones de contorno se cancela
parcialmente. Sin embargo, cerca de las fronteras, donde la principal contri-
bución proviene de la ruptura de simetŕıa, la reducción es menor. Esto sugiere
que la mejora está asociada a un mejor esquema de asignación-interpolación
que supone una reducción en las autofuerzas, lo que confirma que una elección
apropiada de estos dos procesos puede reducir en gran medida las autofuerzas
al descomponer el dominio en tetraedros.

Los diferentes esquemas llevarán a diferentes fuerzas y por tanto, tendrán
un impacto sobre la corriente en el dispositivo. Para cuantificar este im-
pacto simulamos el dispositivo usando los diferentes esquemas asignación-
interpolación sobre las curvas ID-VG del dispositivo (figura 4.15). Como las
autofuerzas son más importantes cuando los campos reales son bajos, realiza-
mos las simulaciones con un voltaje de drenador de 50 mV. Además, también
comparamos los resultados con una simulación arrastre-difusión usando Medi-
ci [med] y con una simulación Monte Carlo no autoconsistente. Las curvas de
las simulaciones autoconsistentes están etiquetadas como SC MC-1, SC MC-2
y SC MC-3 para los diferentes esquemas asignación-interpolación: SC MC-1
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Figura 4.15: Curvas ID-VG a VD = 0,05 V del DG MOSFET de 10 nm
de longitud de puerta obtenidas con diferentes métodos de
simulación: arrastre-difusión (Medici [med]), Monte Carlo no
autoconsistente (FF MC) y Monte Carlo autoconsistente (SC
MC-1,2,3).

es el previamente descrito como equivalente al CIC estándar, SC MC-2 el es-
quema que usa un campo constante en cada elemento y SC MC-3 el esquema
que produce autofuerzas nulas teóricamente. Vemos en la figura que el impac-
to sobre la corriente con un voltaje de puerta alto es muy pequeño debido a
que los campos del dispositivo dominan sobre las autofuerzas, aunque parece
que SC MC-2 sobreestima un poco la corriente. Sin embargo, śı que notamos
una cierta diferencia en la región subumbral, donde parece que el esquema SC
MC-3 se comporta mejor.





Conclusiones

La simulación de dispositivos electrónicos se ha convertido en una herra-
mienta imprescindible en el diseño de circuitos integrados, puesto que su uso
permite acortar y abaratar las fases de diseño y evitar costosos y numero-
sos experimentos al evaluar el rendimiento a priori, descartando opciones y
realizando optimizaciones de parámetros.

El escalado de dispositivos hacia dimensiones cada vez más reducidas hace
necesaria la investigación de nuevas alternativas a las tecnoloǵıas actuales.
Además, también han de ser tenidos en cuenta efectos que cobran cada vez más
importancia con la reducción de las dimensiones f́ısicas caracteŕısticas de los
dispositivos. Todo esto hace necesario el uso de simulaciones tridimensionales
que permitan tanto predecir el rendimiento de nuevas propuestas como de
evaluar el impacto de no idealidades sobre los dispositivos. Sin embargo, estos
dos objetivos tienen a veces requisitos diferentes en cuanto a los modelos de
simulación utilizados. Por ejemplo, en el caso de querer estudiar el impacto de
la aleatoriedad en la posición de los dopantes sobre la tensión umbral de los
dispositivos, puede ser suficiente el uso del modelo arrastre-difusión, pero este
modelo no será suficiente cuando queramos evaluar el posible rendimiento al
escalar un transistor TriGate MOSFET a longitudes de puerta cercanas a los
15 nm.

Pese a esta diferencia, en ambos casos el coste computacional es muy eleva-
do, por lo que la paralelización de los códigos de simulación es muy importante
para los dos modelos. Además, para la optimización de las simulaciones tam-
bién es de especial relevancia la malla sobre la que se discretizan las ecuaciones,
ya que un exceso de nodos puede llevar a simulaciones inviables desde un punto
de vista computacional.

Para abordar estas problemáticas hemos divido el trabajo en tres ĺıneas
directamente relacionadas entre śı:

175
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Generación de mallas

Hemos desarrollado dos algoritmos diferentes de generación de mallas para
la discretización de los dominios que surgen en la simulación de dispositivos
semiconductores. El primero de ellos está basado en la utilización de un árbol
octal y está optimizado para la discretización de estructuras de tipo Manhat-
tan, compuestas por paraleleṕıpedos rectangulares. La flexibilidad que permite
al definir regiones de refinado es especialmente adecuada para simular efectos
espacialmente localizados que produzcan variaciones bruscas de magnitudes
como el potencial electrostático o la densidad de portadores. El segundo algo-
ritmo está basado en situar un nodo de la malla en la posición de cada átomo
de la red cristalina. Mediante simulaciones es posible obtener la estructura
relajada de interfaces entre materiales. Utilizando estos datos para dos siste-
mas, Si/SiO2 y Si/SiO2/HfO2, generamos patrones que pueden ser utilizados
en la generación de mallas de dispositivos en las que podemos, por ejemplo,
situar cada dopante en su sitio exacto de la red, sin tener limitaciones en la
resolución o estructura de la malla. Finalmente, desarrollamos un algoritmo
de refinado adaptativo de mallas basado en el algoritmo de bisección. Este al-
goritmo puede utilizar diferentes variables o funciones de variables para guiar
el refinado. Su utilización posibilita mejorar la convergencia de las ecuaciones
sin tener que recrear la malla y, en general, ahorrando nodos.

Estos algoritmos fueron posteriormente utilizados en simulaciones, tanto
basadas en la aproximación de arrastre-difusión para estudiar fluctuaciones,
como en la aproximación Monte Carlo para evaluar nuestra implementación.

Aproximación de arrastre-difusión

El primer paso en cuanto a la simulación utilizando la aproximación de
arrastre-difusión fue la implementación de nuevas fuentes de no idealidades
en los dispositivos. En concreto, empezamos el estudio evaluando el impacto
de la granularidad tanto de la puerta de polisilicio como del óxido de puerta.
En el primer caso incluimos una carga interfacial para imitar los estados que
aparecen en la unión de los granos del polisilicio. Comprobamos la influen-
cia que tendŕıa una única frontera en diferentes zonas de la puerta para dos
dispositivos diferentes con longitudes de puerta de 80 y 25 nm. En este caso
encontramos un impacto mucho mayor en el transistor de 25 nm de longitud
de puerta, especialmente con polarización de drenador alta. En el caso del óxi-
do de puerta estudiamos un caso particular que puede surgir, la cristalización
del óxido en el proceso de fabricación. En este modelo sencillo consideramos
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únicamente dos posibles orientaciones de los cristales y, por tanto, dos cons-
tantes dieléctricas. Encontramos una fuerte influencia tanto de la orientación
de la frontera como de la polarización de drenador. En este caso sólo analiza-
mos el MOSFET de 25 nanómetros de puerta, puesto que este tipo de estudio
requeŕıa una puerta de dimensiones poco mayores que el tamaño t́ıpico de los
cristales.

Para comprobar la convergencia de las ecuaciones discretizadas sobre las
mallas atomı́sticas realizamos un estudio del impacto de la posición aleatoria
de los dopantes en la fuente y el drenador de un transistor MOSFET de doble
puerta de 10 nm de longitud de canal. Validamos los resultados comparando las
corrientes con las obtenidas sobre una malla estructurada muy fina. Compara-
mos el caso continuo, en el que los valores de las corrientes son prácticamente
idénticos y dos configuraciones con dopantes aleatorios, las correspondientes a
la distribución que produce la máxima corriente y a la que produce la mı́nima
corriente. Al comparar los resultados con la simulación usando asignación de
carga CIC vemos que la corriente subumbral es muy parecida, aunque ligera-
mente más baja en la simulación con la malla atomı́stica. Sin embargo, para
corrientes de puerta elevadas esta diferencia aumenta, debido a la diferencia
en los pozos de potencial asociados a los dopantes. Al compararlo con la asig-
nación de carga NGP vemos que la corriente es prácticamente la misma para
una de las configuraciones pero que para la otra configuración el sistema no
converge sobre la malla estructurada. Esto da una idea de la mejora en la
convergencia al utilizar la malla atomı́stica.

También sobre la misma malla estudiamos la influencia que tiene considerar
la región de transición entre materiales en la interfaz óxido-semiconductor.
Utilizando los datos de simulaciones DFT de la interfaz asignamos a cada
átomo sus caracteŕısticas propias. Encontramos que el único efecto se debe a
la disminución de la permitividad en el óxido en las proximidades del silicio.
Esto resulta en una pendiente subumbral un poco mayor y un ligero incremento
de la corriente a voltajes de puerta altos.

Finalmente estudiamos el impacto de la posición aleatoria de los dopantes
en la capa de dopado δ de un MOSFET III-V con arquitectura Implant Free.
Para realizar este estudio adaptamos la generación de mallas atomı́sticas a es-
ta estructura debido a las buenas propiedades de convergencia que hab́ıamos
obtenido en el estudio previo utilizando un MOSFET de doble puerta. Tras
la calibración del simulador frente a curvas obtenidas usando el método Mon-
te Carlo, centramos este estudio en dos aspectos: la variabilidad introducida
por los dopantes y la influencia de la posición de estos en el dispositivo. Para
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el primer estudio simulamos más de 200 dispositivos y encontramos que la
dispersión en los valores de la tensión umbral es muy semejante a la de los
MOSFETs de arquitectura convencional. Por otro lado, para estudiar la in-
fluencia de la posición simulamos otro conjunto de dispositivos, pero este con
un número de dopantes constante en la región de dopado δ. Estudiando la
correlación entre la tensión umbral y la posición de los dopantes encontramos
que debajo de la puerta los dopantes producen un aumento de la corriente,
mientras que los dopantes cercanos a la puerta pero fuera de ella producen el
efecto contrario. En el caso de los dopantes alejados de la puerta no existe una
correlación con el voltaje umbral.

El método de simulación Monte Carlo

Hemos integrado un simulador Monte Carlo para silicio con el simulador
3D de elementos finitos. El nuevo simulador utiliza los resultados del método
arrastre-difusión como condiciones iniciales para la inicialización de part́ıculas
en la simulación Monte Carlo. Hemos realizado esta integración de tal forma
que se mantiene la implementación paralela del código. El esquema de para-
lelización escogido es diferente al utilizado para la resolución de los sistemas
lineales. En lugar de repartir las part́ıculas según los subdominios de la ma-
lla, realizamos un reparto aleatorio de las part́ıculas entre los procesadores.
Podemos ver en las medidas de tiempos que este esquema es muy eficiente
para el caso estudiado en el rango de número de procesadores que empleamos
(hasta 32). Para reflejar parcialmente los efectos cuánticos en los dispositivos
simulados implementamos las correcciones cuánticas mediante el método den-
sity gradient. El potencial cuántico obtenido de la solución inicial se suma al
potencial electrostático en cada iteración para calcular la fuerza efectiva sobre
los portadores.

Para la implementación del vuelo de las part́ıculas sobre mallas tetraédri-
cas tuvimos que prestar especial atención a algunos aspectos: inyección de
carga en los contactos, movimiento, transmisión entre elementos y colisio-
nes con fronteras en el espacio real en geometŕıas arbitrarias y asignación de
carga e interpolación del campo eléctrico. Este último aspecto es probable-
mente el más importante, ya que una elección equivocada de los algoritmos
de asignación e interpolación pueden llevar a la aparición de autofuerzas, que
pueden falsear el resultado final obtenido. Formulamos el problema de una
manera consistente con el método de los elementos finitos, de tal forma que
obtenemos valores teóricos de las autofuerzas nulos. Sin embargo, también en-
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contramos que estábamos limitados por la calidad de los valores del campo
eléctrico calculados. Sobre mallas arbitrarias no encontramos un esquema de
cálculo que produjese un campo con la propiedad de antisimetŕıa con buena
precisión. En cambio, usando mallas tetraédricas estructuradas encontramos
que esta propiedad se verifica con una precisión de hasta el 0,1%. A continua-
ción, para comprobar los algoritmos implementados simulamos una estructura
de doble puerta por su alta simetŕıa. Encontramos que el uso de esquemas
asignación-interpolación adecuados reduce en gran medida las autofuerzas.
Comparando las curvas I-V obtenidas usando diferentes esquemas de asig-
nación-interpolación vimos que el cambio más significativo se produćıa en la
región subumbral, mientras que al aplicar un voltaje de puerta más elevado
esta diferencia disminúıa, encontrando corrientes muy similares para todos los
esquemas probados.

Trabajo futuro

La continuación de este trabajo en un futuro puede orientarse en diferentes
direcciones en cualquiera de las tres ĺıneas descritas. En el marco de la gene-
ración de mallas seŕıa interesante implementar un generador que permitiera
una mayor flexibilidad a la hora de definir los dominios para incluir fronteras
curvas para las simulaciones de nuevas arquitecturas. Además, también seŕıa
muy interesante generalizar la generación de mallas atomı́stica a regiones de
materiales de forma arbitraria.

En cuanto a las simulaciones hay muchos aspectos interesantes que han
quedado sin estudiar para MOSFETs de silicio. Por ejemplo, seŕıa interesante
estudiar el impacto de los óxidos de alta permitividad desde diferentes puntos
de vista. Con el modelo arrastre-difusión podŕıamos hacer estudios estad́ısti-
cos del impacto electrostático de las inhomogeneidades en el dieléctrico y con
el método Monte Carlo el impacto sobre el transporte, para lo que habŕıa
que incorporar nuevos mecanismos de dispersión. Además, con los simulado-
res podŕıamos evaluar el comportamiento ante el escalado de diferentes ar-
quitecturas y su robustez ante la influencia de fluctuaciones en los parámetros
intŕınsecos. Una vez que el simulador Monte Carlo sea debidamente optimizado
podŕıamos abordar también el estudio de fluctuaciones con él. Otra continua-
ción interesante del trabajo incluye la incorporación de nuevos materiales en el
simulador Monte Carlo, lo que seŕıa facilitado por el modelo anaĺıtico de tres
bandas que usa el código. Esto seŕıa completado con la extensión del simu-
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lador para heteroestructuras para poder aśı complementar a las simulaciones
usando la aproximación de arrastre-difusión que usamos actualmente.



Conclusions

The simulation of electron devices has become the main tool in the design
of integrated circuits, since it allows to shorten and reduce the price of design
stages and to avoid expensive and time consuming experiments.

The scaling of devices to nanometric dimensions makes necessary the re-
search on new alternatives to present technologies. Furthermore, new effects
begin to play an important role and must be taken into account. To treat this
problems, 3D simulations are compulsory, to evaluate the performance of new
architectures or the impact of non ideal properties on the behaviour of the
devices. However, these studies may have very different requirements in terms
of simulation models. For example, to study the impact of random doping on
the threshold voltage of a device, the drift-diffusion model could be enough,
but it would not be valid to asses the performance of a TriGate MOSFET
scaled down to 15 nm gate length.

In both cases, computational cost is very high, so the parallelisation of the
simulation codes is very interesting. Furthermore, the simulation mesh is also
very important in the optimisation of the problem, since too many nodes may
lead to unfeasible simulation from a computational point of view.

To deal with these problems we have divided the work in three lines stron-
gly correlated among them:

Mesh generation

We have developed two different mesh generation algorithms for the dis-
cretisation of the simulation domains. The first one is based on the use of an
octree and is optimised for the discretisation of Manhattan type structures.
The flexibility in the specification of the refinement is especially appropriate to
simulate spatially localised effects producing sharp variations in magnitudes
such as electrostatic potential or carrier density.
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The second algorithm is based on placing a node of the mesh in every
position of an atom of the crystal lattice. We obtained the relaxed structure
of two systems, Si/SiO2 and Si/SiO2/HfO2, using first principles simulations
and, from these data, we generated patterns to be used in the generation of a
device mesh. These meshes can be used, for example, to place the dopants in
their exact positions without being limited by the mesh size or structure.

Finally, we have developed an adaptive refinement algorithm based in the
bisection method. This algorithm can use different variables to guide the refi-
nement. Its use improves the convergence without the necessity to rebuild the
mesh and saving nodes.

These algorithms were used in simulations based on the drift-diffusion mo-
del to study fluctuations and in the Monte Carlo method to evaluate our
implementation.

The drift-diffusion approach

The first step in the simulations using the drift-diffusion approach was the
implementation of new sources of variability. We began the study evaluating
the impact of granularity of the polysilicon gate and the gate oxide. For the
first one, we included an interface charge to mimic the states appearing in
the boundaries between grains. We studied the impact of a sole boundary
in different regions of the gate for two different devices with gate lengths
of 80 and 25 nm. We found a much higher impact in the 25 nm gate length
device, especially for a high drain bias. In the case of the gate oxide we studied
one particular situation that may arise, the crystallisation of the dielectric in
the fabrication process for the 25 nm gate length MOSFET. In this simple
model we consider only two different dielectric constants corresponding to two
different orientations. We found a very strong influence in the polarisation of
the drain contact and in the orientation of the boundary.

To study the convergence properties of the atomistic meshes and their sui-
tability for our simulation problems, we studied the impact of the random
doping in the source and drain regions of a 10 nm gate length MOSFET. First
we validated the results comparing the drain current with that obtained from
simulations using a structured tetrahedral mesh. We found that their values
were almost identical for the device with continuous doping. We also compa-
red the results for two different dopant configurations: the one producing the
highest current and the one producing the lowest current. When we compared
the results with those obtained using the CIC charge assignment, we found
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that the subthreshold current was very similar, although higher for the CIC
charge assignment, but in the on-current this difference increases. This effect is
caused by the different shape of the potential wells associated to the dopants.
Comparing the result with NGP charge assignment simulations we found that
the current was almost the same for one of the configurations, but for the other
one the system did not converge on the structured mesh. This is an indication
of the improvement in the properties of the linear systems when we use the
atomistic mesh.

Also on this atomistic mesh we studied the influence of the transition
region between silicon and silicon dioxide on the characteristics of the device.
We found that the only effect comes from the decrease in the permittivity
in the oxide in the region near the silicon. This results in a slightly better
subthreshold characteristics and a small increase in the on-current.

Finally, we studied the impact of random doping in the δ doping layer of
an Implant Free MOSFET. To accomplish this study we adapted the atomistic
mesh generation for this structure. After the calibration of the device against
Monte Carlo simulations, we focused the study in two aspects: dopant induced
variability and influence of the position of the dopants. For the first one, we
simulated more than 200 devices and found that the dispersion in threshold
voltage is very similar to that obtained for conventional SG MOSFETs of
similar gate lengths. For the second study we simulated another ensemble but
with a fixed number of dopants in the δ doping layer. Studying the correlation
between the threshold voltage and the dopant position we found that the
dopants below the gate produce an increase in the current, whereas the dopants
near the gate produce the opposite effect. For the dopants far from the gate
there is no correlation between dopant position and threshold voltage.

The Monte Carlo simulation method

We have integrated a Monte Carlo simulator for bulk silicon in our 3D
finite element simulator. The results of the drift-diffusion model are used for
the initialisation of the particles. The integration has been carried out main-
taining the parallel implementation of the code, but the scheme for the Monte
Carlo algorithm is different from the one used to solve the linear equations.
Instead of sharing the particles according to their real physical position, we
assign them randomly to the processors. We found that the scheme is very
efficient for the studied device and for the number of processor employed (up
to 32). To reflect quantum effects in the simulated devices we have implemen-
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ted quantum correction using the density gradient approach. The quantum
potential obtained in the drift-diffusion solution is then kept and added to
the self-consistent electrostatic potential to calculate the effective force on the
particle.

To implement the flight of the particles on tetrahedral meshes we had to
pay especial attention to some aspects: charge injection in the contacts, mo-
vement, transmission between elements and collision with boundaries in real
space for arbitrary geometries, charge assignment and electric field interpo-
lation. These last two points are probably the most important ones, since a
wrong combination of them may lead to self-forces. We have formulated the
problem consistently with the finite element method in such a way that we
obtain, theoretically, zero self-force. However, we found that are limited by the
quality of the calculated electric field. On arbitrary meshes we did not found
any scheme producing an electric field with the required symmetry properties.
Nevertheless, using structured tetrahedral meshes we found that the field has
the required symmetry within a margin of 0,1%. Finally, to validate the im-
plemented algorithms, we simulated a DG MOSFET structure due to its high
symmetry. We found that the appropriate combination of charge assignment
and field interpolation greatly reduces the self-forces. Comparing the I-V cha-
racteristics for different charge assignment-field interpolation pairs we found
that the most important difference is in the subthreshold region, whereas in
the on-current region the difference was quite small for all the schemes.

Future work

The continuation of this work can be oriented in different directions in any
of the research lines treated in the dissertation. In the field of mesh generation,
it would be very interesting to implement an algorithm with greater flexibility
in the definition of the domains but which would allow to maintain the ease in
the refinement. It would also be very interesting to extend the atomistic mesh
generation framework to arbitrary interfaces.

Regarding the simulations there are many interesting aspects which could
be studied. For example, it would be interesting to study the impact of high-
κ dielectrics from a different point of view. We could study the impact of
inhomogeneities, fixed or interface charges on the threshold voltage with the
drift-diffusion model and the impact on the transport with the Monte Carlo
method, adding the relevant scattering mechanisms for this case. We could



CONCLUSIONS 185

also study the behaviour of new architectures when they are scaled and their
robustness against intrinsic parameter fluctuations. Once the Monte Carlo
simulator is properly optimised, we could also use it in studies of fluctuations.
Another interesting continuation would be the inclusion of new materials in
the Monte Carlo simulator, which would be facilitated by the band model
implemented. This would be completed with the extension to heterostructures
in order to complement the simulations using the drift-diffusion model we are
currently using.





Apéndice A

Development of tools for the

numerical simulation of

MOSFETs

A.1. Modified octree mesh generation for Manhat-

tan type structures

One of the most important steps in the process of semiconductor device
simulation, or any other numerical simulation based on finite elements, finite
differences or similar standard techniques, is the discretisation of the domain
of the problem. A mesh must be generated, and its properties determine the
stability of the numerical solver, computational time and quality of the solu-
tion.

We have modified the classical model for octree generation to optimise the
program for special regions of interest in the semiconductor device problem,
Manhattan structures with very narrow layers. Using this technique, several
meshing patterns have been tested and compared.

Octree based mesh generation has some advantages in the problems we
are trying to solve. Its main drawback, the adaptation to complex boundaries,
does not appear in our interest area, so we found a fast and robust method,
very well adapted to our geometry requirements.

In this section we describe the generation of the octree adjusted to the
boundary and different tetrahedra generation methods.
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A.1.1. Standard octree generation

The first step in the generation is the creation, based on the information
given in the input data, of a cuboid enclosing the complete region, Or (root cell
of the octree). This cuboid is recursively subdivided into eight octants while
they are not outside the region and some refinement criteria are not achieved.
There are different ways to indicate these criteria, possibly being the most
used the distribution of points over the region with a density depending on the
zone, higher where we require more refinement and lower where high resolution
is not necessary. Besides, it is common to introduce an extra requirement
to the octree, the one level difference rule. This is intended to simplify the
tetrahedralization process subsequent to the generation of the octree and to
avoid badly shaped tetrahedra. To fulfill this condition a subsequent phase
to balance the octree is introduced. To take into account the boundaries, the
terminal octants intersecting them are treated in an special and complex way
[Yan94, MV00], which is what we want to avoid.

Once the octree is finished there are several methods to generate the tetra-
hedral mesh. The simplest and fastest ones are based on templates, although
Delaunay tetrahedralizations are also possible using a posterior step to adjust
the boundary or a constrained Delaunay triangulation.

A.1.2. Modified octree generation

In first place we have to read the description of the region to mesh and
the desired refinement. The boundaries of the region are described using its
vertices, edges and planes. The refinement is specified as a global level of
deepness and, if necessary, a level in the tree in some given zones which can
be planes, cuboids, straight lines or sets of points for any other region.

Since the regions we are interested in are composed by rectangular para-
llelepipeds, we have made a modification in the classical scheme to obtain an
algorithm optimized to the situation.

In first place we introduce some notation. We call O to the set of all the
octants in the octree, both the internals, O∗, and the externals, Oe, to the
region Ω and oj to the octants:

O = O∗ ∪Oe
where

O∗ = {oj ∈ O / oj ∩ Ω 6= ∅}
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and
Oe = O −O∗

In addition to this we divide the set O∗ in two subsets, Od and Ot,

O∗ = Od ∪Ot
where

Od = {oj ∈ O∗ /D(oj) = ∅}
being D(oj) the offspring of the octant oj . Finally, the set of all the planes of
the structure is called P.

We divide the octree generation in three steps. In the first one we generate
an intermediate uniformly refined octree Oi with depth given as the input
parameter nD, determined by the size of the different layers. In this point we
make the adaptation to the planes of the structure, both the internal and the
external ones. In the last step we refine the tree in the regions given by the
input parameters as points, lines, planes and volumes:

1. Or −→ O∗
i / N (oj) = nD ∀oj ∈ Oi,d, where N (oj) is the level in the

tree of the octant oj

2. Deform oj ∈ Oi,d / oj ∩ P6= ∅ and transmit these deformation through
their descent to avoid problems in step 3

3. Build the final octree O∗ from O∗
i guided by the control refinement re-

gions

Step 1 is carried out in the usual way for the building of an octree. Step 2
begins with the detection of terminal octants intersecting any of the bounda-
ries. Each of these octants are deformed to fit the planes of the region and an
operation to go through its descent and modify them whenever it is necessary
is performed. After step 2 we have an octree with nodes at the same level
representing cuboids with different shapes and volumes.

Now we have the final octree we can construct the embedded tetrahedral
mesh, process described in the next section.

A.1.3. Tetrahedral mesh generation algorithms

With the octree finished we can use several templates to generate the te-
trahedra. The four main differentiating characteristics are the number of ele-
ments generated, its quality, the distribution of connectivities and whether



190 APÉNDICE A. NUMERICAL SIMULATION OF MOSFETS

it is necessary to check the state of the neighboring octants. We have used
this last factor to select the algorithms to implement. The main drawback of
this choice is the subsequent incapability to use the octant division scheme
which produces the lowest number of tetrahedra, five per terminal octant in
the best situation. The algorithms we have implemented produce six, twelve,
sixteen, twenty and twenty four tetrahedra per octant if there is no neighbor
octant with a higher level of refinement. These algorithms present different le-
vels of anisotropy, which makes some of them more apropriate for some device
structures.

The algorithms consist of two parts. In the first one the nodes of the
mesh are generated, whereas in the second one the connectivities among them
are defined, finishing then the tetrahedra generation. In the first part it is
clearly necessary the knowledge of the level in the tree of the neighboring
octants, but the second step is completely independent for each octant, fact
derived from the decision made about the sort of tetrahedralization algorithms
implemented.

Now we briefly describe the five algorithms implemented and its basic
characteristics, analysed more deeply below with some examples. Fig. A.1
show the connectivities of a terminal octant for each algorithm in the case
there are no neighbors with higher deepness in the tree.

Algorithm A

This algorithm generates the lowest number of nodes, eight in the best
case, and tetrahedra, six per octant when there is no neighbors with higher
level of refinement. If there is any of these more refined neighbors we intro-
duce an internal node in the octant to avoid a very high number of cases to
consider, which would greatly complicate the coding, being furthermore very
error prone.

Algorithm B

This algorithm generates superficial triangulations equivalents to the pre-
vious one, but a higher number of nodes due to the introduction of a node
in the center of every octant, that is, twelve tetrahedra and nine nodes per
octant in the best case.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura A.1: Conectivities among nodes in a terminal octant for (a) algo-
rithm A, (b) algorithm B, (c) algorithm C, (d) algorithm D
and (e) algorithm E

Algorithm C

In this case we introduce a certain level of anisotropy in the meshing of
an octant changing the superficial triangulation in two opposite faces of every
octant. The strategy used to generate the tetrahedra is the same as the used
in the previous algorithm. The resultant number of nodes and tetrahedra in
the best case are eleven and sixteen respectively.

Algorithm D

This is the logical extension of the previous algorithm, changing the trian-
gulation of another two opposite faces, therefore obtaining thirteen nodes and
twenty tetrahedra per terminal octant with no neighbor of higher deepness in
the tree.

Algorithm E

In this case we have completely changed the initial way of generating the
triangulation of the octants to develop this algorithm. We divide every face
of the terminal octant in four triangles, requiring the creation of fifteen nodes
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and twenty four tetrahedra in the best case.

A.1.4. Mesh quality

As stated above, when a mesh is used in simulations, the shape of the te-
trahedra has a great importance, since it partially determines the convergence
of the numerical solver. However, the optimal mesh is problem dependent, so a
universal quality measure can not be defined. In this point, an element quality
measure satisfying the definition proposed in [DLGC98] has been used. Speci-
fically, the aspect ratio, γ, has been the selected tetrahedron shape measure:

γ =
12√

6

rin
máxi,j lij

(A.1)

where rin is the radius of the inscribed sphere and lij (l01, l02, l03, l12, l13, l23)
are the tetrahedron edge lengths. The constant has been chosen to obtain a
maximum value of one. To calculate the inradius we use the following formula:

rin =
3v∑3
i=0 si

(A.2)

being v the volume of the tetrahedron and si the areas of each face of the
tetrahedron.

Several parameters characterising the distributions of the quality of the
meshes for two different semiconductor devices, a HEMT and a MOSFET,
and the five algorithms are shown in Table A.1: average aspec ratio (< γ >),
standard deviation (σ), asymmetry coefficient (AC) and maximum and mini-
mum aspect ratios (γmax and γmin respectively). It can be seen the increase in
the quality with the inclusion of more tetrahedra per octant, derived from the
higher proximity of the tetrahedra generated to the regular tetrahedron used
as standard in this measure. We can also see an increase in the standard de-
viation of the distribution, possibly caused by the higher quantity of different
tetrahedra arising in level transitions when we use the algorithms which divide
a face in four triangles. We can see that algorithm A produces some very high
quality tetrahedra. However, as seen, its small number is not enough to raise
the average over the obtained with algorithm E. Another important aspect
is the noticeable difference in the number of nodes and elements, which may
convert the simulation memory and time requirements in the main decision
factor to select the algorithm.
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Algorithm/Device < γ > σ AC γmax γmin

A/HEMT 0.565 0.0901 -42.3 0.963 0.249
A/MOSFET 0.520 0.132 214 0.940 0.137

B/HEMT 0.543 0.0798 156 0.963 0.248
B/MOSFET 0.515 0.114 -2121 0.940 0.137

C/HEMT 0.577 0.0888 -182 0.963 0.249
C/MOSFET 0.547 0.117 -2407 0.924 0.184

D/HEMT 0.599 0.0950 299 0.963 0.281
D/MOSFET 0.561 0.128 72699 0.924 0.195

E/HEMT 0.609 0.103 -4909 0.752 0.259
E/MOSFET 0.566 0.141 9266 0.752 0.156

Tabla A.1: Parameters describing quality distributions of the tetrahedra
for the studied meshes

A.2. Atomistic mesh generation for the simulation

of nanoscale MOSFETs

High quality mesh generators are required in order to accurately resolve
atomic scale effects in the simulation of complementary metal-oxide-semicon-
ductor (CMOS) devices with nanometre dimensions. At these dimensions, the
discreteness of matter begins to play an important role and strongly affects
device characteristics [Ase98]. For example, the effects of random dopants will
introduce variations in the behaviour of semiconductor devices [Ase98, Fra02,
BAW02]. However, in these studies, to our best knowledge, the exact positions
of the dopants in the silicon crystal lattice have not been accurately resolved.

We present a tetrahedral mesh generation framework allowing to reproduce
the exact position of the atoms in a semiconductor device. We apply this
framework to two material systems: (i) a silicon semiconductor with α-quartz
SiO2 dielectric layer and (ii) a silicon semiconductor with the monoclinic HfO2

on the top of α-quartz SiO2 layer.

A.2.1. Meshing approach for crystalline regions

We have chosen a method based on an octree algorithm [APGL06, HK05]
with unit cells of materials as terminal octants and the possibility to utilise
different decomposition schemes in the same mesh. As a first step, tetrahedra
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(a) (b)

Figura A.2: Mesh of the terminal octant using the atoms in the unit cell
of (a) Si and (b) crystalline SiO2 as nodes.

decomposition schemes for the extended unit cells of the materials in the
structure must be defined. These extended unit cells (unit cells from now
on) include extra dummy atoms in order to complete a volume which covers
the full space when it is replicated, but they will be removed later in the
replication process. The decomposition of the unit cells into tetrahedra can
be carried out in different ways, the only requirement is the symmetry in the
surface of opposite faces so that we obtain a conformal mesh in the process
of replication. In Fig. A.2 we show, as an example, the decomposition of the
unit cells of silicon (Si) and crystalline silicon dioxide (α-SiO2).

A second step must be the decomposition of the periodic structure at
the interface between different materials, e.g., the Si/SiO2 interface. Such a
decomposition cannot be done simply using the bulk crystalline structures
of corresponding materials because of the deformation of their local atomic
structure at the interface. We have adopted the topology of this interface from
Ref. [YKU+01], while the local atomic structure of the interface has been
obtained using the density functional theory (DFT) calculations as described
in Ref. [GSPS07]. An example of the decomposition of an interface cell is
shown in Fig. A.3 for the Si/SiO2 interface. Note that the upper part of the
decomposition of the cell is the same as that shown in Fig. A.2(b), but the
bottom part, the interface between Si and α-quartz, is different.

Now we have the basic units to build the mesh, we can proceed to the
definition of the structure we want to mesh. This includes the specification
of materials and approximate dimensions of different layers. The information
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Figura A.3: Pattern used to build the mesh of the interface between crys-
talline SiO2 and crystalline Si.

is used to obtain the number of unit cells per material to be replicated in
each direction, which is done in the next step. We have to take into account
that a material layer could have zero width if the specified dimension is too
small. In this case, the whole width of the region would be assigned to the
interface. Once the mesh of the materials with the given dimensions is built,
the displacement of the nodes is carried out in order to match the actual
relative positions of atoms.

The final step in building the mesh is the introduction of the interfaces,
which always have only one layer to join the materials above and below. The
coordinates of the nodes are displaced directly according to the mesh of the
materials they are interfacing. Fig. A.4 shows an example of the mesh construc-
ted using the described technique for a SiO2/Si/SiO2 structure. The relaxed
atomistic structure of the Si/SiO2 interface has been obtained from first prin-
ciples calculations [YKU+01] using DFT. Fig. A.5 shows another example of
our methodology applied to a Si/SiO2/HfO2 structure.

Again, the SiO2/HfO2 interface was extracted from the atomic distribution
obtained using first principles calculations [GS07]. In this case, the growth of
the monoclinic HfO2 at the top of Si/SiO2 structure did not produce a crysta-
lline interface. However, it still had some patterns which we extracted in order
to obtain the cell which represents the interface. With this modification, the
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Figura A.4: Mesh of a DG-MOSFET with crystalline SiO2 as gate dielec-
tric using patterns.
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Figura A.5: Mesh of a MOSFET with gate dielectric composed of one layer
of crystalline SiO2 and monoclinic HfO2.
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obtained mesh does not replicate exactly the initial atom positions. However,
in the next section we present a technique to modify these crystalline meshes
making them closer to the real structures.

A final difficulty, which must be addressed building the atomic resolution
meshes, is the difference between the lattice constants of the materials for-
ming the layered structure. As the first approximation we suppose that the
crystalline oxide layer is thin enough to adapt its lattice constant to that of
the Si [Yua99]. The crystal of the oxide layers with the dimensions of Si in the
plane parallel to the interface is therefore created.

A.2.2. Meshing of amorphous layers

In the previous section, we have shown how our mesh generation stra-
tegy creates meshes for crystalline materials. However, in actual devices, the
dielectric layer is usually amorphous. This requires an extension of the mesh
generator to allow the handling of amorphous structures.

The description of the structure of amorphous materials and their in-
terfaces is a very complex subject not completely understood yet even for
a extensively used material as SiO2 [FCBA06], whose interface with Si has
been the key for the success of CMOS technology. The generation of realistic
Si/SiO2 interface structures requires the use of computational techniques such
as density-functional-theory (DFT) and classical molecular dynamics simula-
tions [FCBA06, PHC96, BPP00, BP03].

As a first approximation to the problem, we will accomplish a local trans-
formation of the mesh in order to remove the crystallinity in the location of
the nodes of the oxide to mimic an amorphous node distribution. This can be
used to study qualitatively the impact of the random variations of the mate-
rial properties in the amorphous layer on the device behaviour. However, this
transformation results in atom distributions whose physical properties such
as distribution of bond angles do not match the experimental ones. Further
work should include the inclusion of amorphous oxides and interfaces from
first principles simulation data.

The main idea of the algorithm is the formation of an amorphous material
layer from the crystalline one we have meshed already with the previously
described algorithm. We also would like to keep the same adjacency graph for
the mesh to be able to use the same data structures in the simulator, speeding
up the simulation of microscopically different devices.

The implemented algorithm performs an adjustable randomisation of the
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node to move

(a)

node to move valid regions

not valid regions

(b)

Figura A.6: (a) Two triangles delimiting a non-convex surface. (b) Regions
of the surface which can and cannot be used to move the node.

positions of the nodes of the original mesh. The degree of allowed displace-
ment of the nodes is given by a parameter β ∈ (0, 1]. A value near zero means
that the allowed movement is very small, whereas a value of one specifies a
movement in the whole allowed volume. To avoid intersections between tetra-
hedra when moving nodes we define the allowed volume in two steps. In the
first step we make a list of the neighbour tetrahedra. They define a volume
surrounding completely the target node. If this volume is convex, then it is
the volume where the node can be freely moved without any need to change
connectivities. If the volume is not convex, then we have to restrict the volume
to avoid intersections. Figs. A.6(a) and A.6(b) show an example of non-convex
mesh elements and their adjustment, respectively, in two dimensions.

In three dimensions the situation is equivalent, but we have to restrict the
movement using planes instead of straight lines. We also have to take into
account that a node may belong to an arbitrary number of tetrahedra, thus
defining an arbitrary polyhedron. Hence, the valid volume to move the node
will be arbitrary and difficult to define in terms of the tetrahedra containing
this given node. Therefore, we have decided to use a rejection technique to
generate the final position of the node. Firstly, we generate an arbitrary point
in the whole volume defined by the neighbour tetrahedra using a uniform
distribution. If the vector defined by the old and new positions of the node do
not cross any of the planes defined by all the opposite faces to that node we



APÉNDICE A. NUMERICAL SIMULATION OF MOSFETS 199

X (
nm
)

02468101214
Y (nm)

0 2 4

Z
(n
m
)

0
2
4
6

X Y

Z

SiO2

SiO2

Si

Figura A.7: Mesh with amorphous regions obtained from the mesh of the
crystalline materials.

keep the change, otherwise we generate a new random candidate. In this way
we obtain a random movement in the valid volume with uniform probability.
Running the randomising function several times, we get different amorphous
layers from the same crystalline structure. Fig. A.7 shows one mesh generated
with this method for a SiO2/Si/SiO2 structure.

A.2.3. Mesh quality

The characteristics of the systems of equations that describe the discretised
partial differential equations which must be solved strongly depend on the
properties of the mesh. We have used the aspect ratio, defined in (A.1), as the
quality measure.

Table A.2 presents parameters characterising the distributions of γ for
the different unit cells, including the average aspect ratio (< γ >), standard
deviation (σ), asymmetry coefficient (AC) and maximum and minimum aspect
ratios (γmax and γmin respectively).

To avoid highly malformed elements, the movement of the nodes in the
amorphous mesh generation includes a second constraint related to the quality.
The new position of a node cannot produce any tetrahedron with aspect ratio
lower than a given value. Although high values of the threshold would be ideal
from the mesh quality point of view, a trade off is required since too high
values could make the generation too slow or even impossible.
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Tabla A.2: Parameters describing quality distributions of the tetrahedra
for the meshes of different materials. The parameters given for
the amorphous meshes are β1 = 0,05 and β2 = 1,0.

Material < γ > σ AC γmax γmin

Si 0.51 0.08 1.031 0.662 0.458
SiO2 0.31 0.09 0.399 0.553 0.151
HfO2 0.46 0.12 -0.089 0.777 0.200
Si-SiO2 0.39 0.12 0.789 0.739 0.183
SiO2-HfO2 0.40 0.10 -0.838 0.575 0.127
a-SiO2 (β1) 0.31 0.09 0.372 0.595 0.132
a-SiO2 (β2) 0.29 0.12 0.789 0.845 0.102

A.3. Study of the impact of grain boundaries in

MOSFETs using drift-diffusion simulations

Two important new sources of fluctuations in nanoscaled MOSFETs are
the polysilicon gates and the introduction of high-κ gate dielectrics. Using
a 3D parallel drift-diffusion device simulator, we study the influence of the
polycrystal grains in polysilicon and in the high-κ dielectric on the device
threshold for MOSFETs with gate lengths of 80 and 25 nm.

A.3.1. Polysilicon grain boundary

First, we present the results obtained in the simulation of the transistors
with a polysilicon gate composed of two grains. In the simulations, we have
introduced the interfacial charge producing a potential distribution pinning
approximately in the middle of the bandgap which corresponds to Fermi level.
Fig. A.8 shows the valence and conduction band profiles along a line crossing
the grain boundary.

In Fig. A.9 we present the threshold voltage displacement in the 67 nm
effective gate length device associated with the move of a single grain boundary
perpendicular to the direction of the current flow from the source end to the
drain end of the polysilicon gate. The displacement is calculated with respect to
the threshold voltage obtained in the device with no polysilicon grain boundary
in its gate.

The grain boundary has the strongest impact when aligned with the maxi-
mum of the potential barrier between the source and the drain. At low drain
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gate.
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Figura A.10: Threshold voltage shift in the 25 nm gate length device
produced by a grain boundary moving from the source end
(negative values) to the drain end (positive values) of the
gate.

voltage the maximum is close to the middle of the channel but moves towards
the source with the increase of the drain voltage.

The simulations in the case of the 25 nm gate length MOSFET illustrated
in Fig. A.10 show similar behaviour but different magnitude of the threshold
voltage shift. In this case, the values of the threshold voltage displacement are
larger by approximately 75% for the peak displacement at low drain voltage
and by 400% at high drain voltage. As expected, when the boundary is near
the source or drain ends the displacement vanishes in both devices.

A.3.2. Gate dielectric granularity

We have also studied the threshold voltage variations in the 25 nm gate
length MOSFET caused by the existence of two crystals with a different die-
lectric constant in the gate dielectric. First, we analyse the influence of the
position of the boundary between the crystals and perpendicular to the di-
rection of the current flow. Then, we study the effect of its orientation. We
consider that one of the crystals has a dielectric constant of 7 and the other
one has dielectric constant of 5. Fig. A.11 shows the threshold voltage dis-
placement as a function of the position of the boundary, perpendicular to the
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Figura A.11: Threshold voltage displacement in the 25 nm gate length
device produced by a boundary in the dielectric moving from
the source end (negative values) to the drain end (positive
values) of the gate. Displacement values are relative to the
device with a Si3N4 gate dielectric.

direction of the current flow. At a low drain bias the variation in the threshold
voltage is larger. The effective zone, where the boundary introduces strong va-
riation in the threshold voltage, is reduced to approximately 10-15 nm (90%
of the variation is in this region). At a high drain bias, the transitional region
of influence is further reduced.

Finally, we show the dependence of the threshold voltage displacement on
the angle that the grain boundary forms with the direction of the current flow
in Fig. A.12. At a low drain bias, we find the highest values of the displacement
for boundaries perpendicular to the current flow. These values diminish when
the boundary approaches angles of 0 and 180 degrees, although the minimum
near the zero angle is reached approximately at 15 degrees. At a high drain
bias, the behaviour is noticeably different. In this situation, the most important
parameter is the dielectric constant in the source half of the gate, resulting in
an oscillation with a period twice as large as the one obtained at a low drain
voltage.
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Figura A.12: Dependence of the threshold voltage displacement on the
angle of the boundary between the two crystals and the x
axis in the 25 nm gate length device.

A.4. Study of random dopant induced fluctuations

using drift-diffusion simulations

As an example of the use of the atomistic meshes, we present a study of the
impact of random dopants on the ID-VG characteristics of a 10 nm gate length
DG thin body Si MOSFET (Fig. A.13) using drift-diffusion simulations.

The previously described meshing approach is employed to create an ato-
mistic, high quality mesh for the Si body of the transistor. Then, a Monte Car-
lo approach is used to place dopants by replacing silicon atoms thus creating
a particular distribution of random dopants following the continuous doping
distribution [Ase98].

First, we compare the results obtained with the atomistic mesh and the
results obtained with a very fine non-atomistic mesh. The results of the si-
mulations of the device with continuous doping is shown in Fig. A.14. This
confirms that the atomistic mesh is able to accurately capture the variations
in the physical quantities. Fig. A.14 also shows the simulated ID-VG charac-
teristics of the whole ensemble of DG MOSFETs with 10 nm gate length at a
drain voltage of 0,05 V . There is a significant spread of the curves, reflected in
the standard deviation of the threshold voltage, σVT = 0,005 V . In addition,
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Figura A.13: Geometry of the simulated 10 nm gate length double gate
MOSFET. Dimensions are in units of the Si unit cell (1 uc =
0,543 nm).
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Figura A.14: ID-VG characteristics at a drain voltage of 0,05 V for an
ensemble of simulated transistors. The drain current obtained
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atomistic (circles) meshes are highlighted.
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Figura A.15: Normalised standard deviation of the current as a function
of the gate voltage for a drain bias of 0,05 V .

an impact of the fluctuations on the on-current has been also investigated.
Fig. A.15 shows the normalised standard deviation of the drain current as a
function of the gate bias at a low drain bias. The exponential-like behaviour of
the current as a function of the gate bias in the subthreshold region results in
a large (more than 35 %) impact of the random dopants. The fluctuations are
diminishing with the increasing gate bias above the threshold voltage when
the current is in Ohmic regime and then saturates. In the subthreshold region,
it is common to express a spread in the drain current from the distribution of
log(ID) which gives a standard deviation of σlog(ID) ≃ 0,17. At a high gate
voltage, the relative dispersion of the results, σID ≃ 10%, is lower as shown in
Fig. A.15. Similarly, the difference between the average drain current obtained
from the ensemble of simulations with the atomistically described source/drain
and the current obtained from a simulation using a continuous doping in the
source/drain becomes smaller at a high gate voltage as can be seen in Fig. A.16.

The large difference between the continuous and the average current in the
atomistic simulations is due to the trapping of charge in the sharply resolved
Coulomb wells associated with the individual donors. This is a drawback of the
drift-diffusion approach which assumes either Boltzmann or Fermi-Dirac sta-
tistics and therefore heavily populates the wells. In the same time the ground
state in the wells is very close to the conduction band edge and the heavy
trapping inherent to the drift-diffusion approach is physically unrealistic. This
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Figura A.16: Relative variation of the drain current for a drain bias of
0,05 V .

drawback of the drift-diffusion simulations can be remedied by the introduc-
tion of density gradient quantum corrections [RBAL+06]. The large variation
of the on current in our simulation is a reflection of this artifact.

We have also compared the simulations of devices with atomistic doping
using the atomistic and non-atomistic meshes. After simulating the ensemble of
devices with the atomistic mesh, we chose the configuration of random dopants
exhibiting the highest and the lowest currents. The devices were then simula-
ted using two different charge assignment schemes on the non-atomistic mesh:
(i) assigning charge of the dopant to the nearest node in the mesh (so-called
Nearest Grid Point, NGP scheme) [HE88] and (ii) splitting the charge among
all the neighbouring nodes (so-called Cloud-in-Cell, CIC scheme) [HE88]. The
results of such simulations are shown in Fig. A.17. First, we can see the impro-
vement in the convergence when using the atomistic mesh. The configuration
of dopant atoms which produces the minimum current did not converge when
using the non-atomistic mesh (uniform structured tetrahedral mesh) for the
NGP charge assignment scheme. However, the simulations using the other con-
figuration of dopants give very similar results when using both the atomistic
and the non-atomistic (using NGP) meshes. This is expected due to the very
fine non-atomistic mesh, since the distance between two nodes is small enough
to minimise the correlation between dopant positions introduced by the charge
assignment scheme. The discrepancy with the non-atomistic mesh using CIC
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Figura A.17: ID-VG characteristics for the devices showing the lowest
(min) and highest (max) currents using the atomistic mesh
and the uniform mesh with two different charge assignments:
cloud-in-cell (CIC) and the nearest grid point (NGP) scheme.

charge assignment is a consequence of a different charge trapping in the nodes
originating from the different potential profile in the vicinity of the ionised
impurities [RBAL+06] (discussed in the previous paragraph) which makes a
fair comparison complicated.

A.5. Simulation of variability in InGaAs Implant-

Free NanoMOSFETs using drift-diffusion si-

mulations

The discreteness of charge and matter in nano-transistors is recognised
as an important source of variability and has become a major bottleneck for
their scaling and integration [WFS+99]. The implant free MOSFET promises
robustness against dopants induced variability as dopants are separated by a
spacer layer from the device channel. However, the proximity of the n-type, δ-
doping plane may still significantly affect the electron transport in the channel.

We have simulated a 15 nm gate length implant free In0,75Ga0,25As MOS-
FET with a δ-doping layer with concentration of 3×1012cm−2 below the chan-
nel as shown in Fig. A.18. The layer structure of the investigated 15 nm gate
length IF MOSFET has a 1,5 nm thick GaO2/GdGaO high-κ gate stack with
a metal gate (assuming a workfunction of 4,7 eV), a 1 nm thick In0,52Al0,48As



APÉNDICE A. NUMERICAL SIMULATION OF MOSFETS 209

Figura A.18: Cross-section of n-type implant free In0,75Ga0,25As MOS-
FET with a δ-doping layer below the channel.

oxide spacer, a 0,5 nm thick In0,53Ga0,47As top embed layer, an In0,75Ga0,25As
channel with a thickness of 5 nm, a 1 nm thick bottom In0,53Ga0,47As embed
layer separated by a 2 nm thick In0,52Al0,48As spacer from the δ-doping layer,
all grown on a 49 nm In0,52Al0,48As buffer as depicted in Fig. A.18.

Prior to the study of the influence of random dopants, the 3D D-D simu-
lator has been calibrated against ID-VG characteristics at drain biases of 0,1
and 0,8 V obtained from a finite element heterostructure Monte Carlo device
simulator [KDPA07] as shown in Fig. A.19. The calibration process yields a
low field mobility of 5000 cm2/Vs and a saturation velocity of 6,5 × 107 cm/s
in the channel of the implant free MOSFET.

After the calibration, we have simulated an ensemble of microscopically
different implant free MOSFETs using the created atomistic mesh. The diffe-
rence is due to the discrete nature and the random position of the dopants in
the n-type, δ-doping layer. The different devices are obtained using a rejection
technique from the device with continuous doping. For every node in the δ-
doping layer, a Si dopant may replace an atom position in the InAlAs crystal
lattice with a probability determined by the corresponding concentrations and
enforced by a rejection technique.

Every random dopant configuration creates a different potential landscape
which results in different electron concentration profiles along the channel
leading to different I-V characteristics. This is illustrated in Fig. A.20, which
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Figura A.19: Calibration of ID-VG characteristics at drain biases of 0,1 V
and 0,8 V for the In0,75Ga0,25As implant free MOSFET with
a gate length of 15 nm against Monte Carlo device simula-
tions.
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Figura A.20: Electron concentration, at equilibrium, in the δ-doping layer
and at the bottom of the channel for a randomly generated
pattern of dopants.

shows the effect of the random doping on the electron concentration at the
bottom of the channel.

In this study, we have simulated more than 200 microscopically different
transistors. Fig. A.21 shows the threshold voltage calculated with a constant
current criterion [RBAL+06] and the corresponding number of dopants in the
random region of the δ-doping layer for the whole ensemble. Although the
number of simulations is not very high, a correlation between both variables
can be identified. A lower number of dopants will result in a higher threshold
voltage for the devices because of less available charge for the transport. Furt-
hermore, a position dependence of the threshold voltage is also evident from
the dispersion at a fixed dopant number. Fig. A.21 also shows the distribu-
tion of threshold voltage versus the number of dopants and a comparison with
the continuous expected probability density function. The continuous doping
values of the threshold voltage, the number of dopants, and the ensemble ave-
rage of the random devices are shown for comparison. A threshold voltage
shift towards higher values is observed originating from the artificial charge
trapping in the neighbourhood of the dopant atoms which leads to a higher
resistance. However, the obtained distribution is still qualitatively valid, giving
a good indication of expected fluctuations associated with device electrosta-
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Figura A.21: Scatter plot showing the threshold voltage and the dopant
number variability in the ensemble of simulated transistors.
Histograms for the individual distributions are shown on the
left and top sides of the figure. The expected probability
density functions and the continuous device values are also
indicated for comparison.

tics [ABD+03]. The spread in the threshold voltage values, σVT = 94,5 mV ,
is similar compared to those published for equivalent gate length Si MOS-
FETs [RBAL+06] (σVT = 100 mV ).

A.6. Efficient parallel Monte Carlo simulations using

finite element tetrahedral meshes applied to

novel MOSFET architectures

With the scaling of semiconductor transistors to nanometre dimensions,
bulk MOSFET architecture is reaching its limit. The bulk MOSFET is ex-
pected to be replaced with novel thin-body multigate architectures which may
deliver the ITRS prescribed on-current [roa] in future scaling nodes. Therefore,
an accurate physical modelling of these multigate transistors is of large interest
especially using the ensemble Monte Carlo (MC) method [KWR03, RBA+07],
one of the most widespread techniques for the modelling of carrier transport in
nanoscale devices. However, it is computationally very expensive for complex
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3D geometries of the thin-body architectures and its use in statistical studies
(requiring hundreds of simulations) is often prohibitive, although a few studies
have been done with constraints [RF02, RBA+07]. Therefore, the use of an
optimal 3D mesh and parallel computers in order to save simulation time is
desirable [RHLG94, BJLFD98].

For the initial solution, Poisson and current continuity equations are de-
coupled using Gummel methods and linearised using Newton’s algorithm. All
these algorithms are implemented fully in parallel manner as follows.

The linearised systems obtained from Poisson and current continuity equa-
tions are solved using a domain decomposition technique [BBC+94]. The so-
lution domain Ω is partitioned in p subdomains Ωi as

Ω =

p⋃

i=1

Ωi (A.3)

and the domain decomposition methods attempt to solve the problem on the
entire domain Ω by concurrent solutions on each subdomain Ωi.

Each node belonging to a subdomain is an unknown of the whole problem.
It is important to distinguish between three types of unknowns: (i) interior
nodes, those that are coupled only with local nodes, (ii) local interface nodes,
those coupled with external nodes as well as local nodes, and (iii) external
interface nodes, which are those nodes in other subdomains coupled with local
nodes. We label the nodes according to their subdomains, first the internal
nodes and then both the local and external interface nodes. As a result, the
linear system associated with the problem has the following structure:
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(A.4)

where, for the subdomain Ωi, y represents the vector of all interface unknowns,
Bi represents the equations of internal nodes, C the equations of interface
nodes, Ei the subdomain to the interface coupling seen from the subdomains
and Fi represents the interface to the subdomain coupling seen from the in-
terface nodes.
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We have used the program METIS to partition the mesh into subdomains.
The same program was subsequently used to relabel the nodes in the subdo-
mains in order to obtain a more suitable rearrangement to reduce the ban-
dwidth of the matrix. The PSPARSLIB [SLK97] parallel sparse iterative sol-
vers library modified to take advantage of the reordering of the matrices has
been used to solve the linear system (A.4). A great advantage of this library
is its optimisation for various powerful multicomputers. Among many domain
decomposition techniques supported within this library the best result was
obtained when using the additive Schwarz technique [SGL06]. Finally, the re-
sulting local linear systems are solved using standard ILUT preconditioner
combined with FGMRES [Saa96].

However, in general, this is not the best way to share the load of the MC
engine. We have to perform a load balancing since the regions with the highest
electron density will have the highest number of particles to simulate. Furt-
hermore, they will have more scattering events (ionised impurity scattering
in regions of high doping and interface roughness scattering in the inversion
layer) and, as a consequence, more computational weight, although a par-
titioning algorithm weighted using the electron density profile could help to
overcome this difficulty. With this in mind, we have chosen a different strategy
to parallelise the MC engine in the simulation. The main idea is to replicate
the whole mesh and simulate an equal number of particles in each processor.
Although this requires the replication of the mesh a number of times, this will
not increase the use of the total memory required by the program significantly
since even for a relatively big mesh it requires only a few MB of memory. The
other drawback of the strategy is the higher number of communications, but
we think that this is compensated by their regularity and the balancing of the
computations.

The investigations of parallel performance of the 3D MC device code have
been carried out by simulating the DG MOSFET over a small period of 20 fs.
All the results presented here were obtained on an HP Superdome cluster
with 128 Itanium 2 1.5 GHz processors. The scalability of the program can be
characterised by the speedup (S) or the parallel efficiency (PE), defined for p
processors as:

S(p) =
t1
tp

PE(p) =
t1
tpp

(A.5)

where t1 and tp are the times employed running the simulation on one and
p processors, respectively. Fig. A.22 shows their dependence with the number
of processors. We can see that their values are over the linear scaling limit.
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Figura A.22: Speedup (crosses) and parallel efficiency (circles) of one ti-
me step. We also show the ideal values (dashed lines) for
comparison.

This effect is due to the efficiency of Poisson solver and it starts to vanish for a
high number of processors when operations corresponding to non scaling stages
(e.g., the electric field update) begin to be of the same order of magnitude than
the scaling operations (the linear system solving stage or the particle flights).
This limit is intrinsic to our parallelisation strategy and cannot be avoided.
Its impact for a given number of processors will mainly depend on the size of
the employed mesh.

Table A.3 shows the execution times of different parts of the main iteration
in the Monte Carlo loop. We obtain a very good scalability for the particle
flight times being limited by the contacts stage, where communications and
replicated code are required in order to maintain the equilibrium. The other
limiting stage is the update of the electric field, which requires a constant
time independently of the number of processors. These two stages remain
unimportant for a low number of processors, but they limit the scalability
for a high number of processors, when these times are of the same order of
magnitude or even larger than those of the MC free flights or the solution of
Poisson equation.

To reflect quantum mechanical confinement effects, we have implemented
the density gradient equation for electrons discretised using the finite element
method [GLKA07]. The quantum potential VQ is then used to correct the force
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Tabla A.3: Mean simulation times (s) for one time step (titeration), linear
Poisson solver (tPoisson), particle flights (tflight), contacts stage
(tcontacts), reduction of electron concentration (treduction), com-
munication of the potentials (tcomun.poten.) and electric field
update ( ~Eupdate) for different number of processors (np)

np titeration tPoisson tflight tcontacts treduction tcomun.poten. ~Eupdate

1 27.50 24.9 0.68 0.35 0.013 0.019 0.207
2 11.74 11.1 0.33 0.20 0.010 0.007 0.204
4 4.27 3.87 0.173 0.146 0.0085 0.0054 0.203
8 1.64 1.08 0.102 0.212 0.0188 0.0050 0.198
16 0.745 0.386 0.0420 0.101 0.005 0.0042 0.200
32 0.5152 0.186 0.0209 0.079 0.009 0.006 0.206

on the particles solving the following equation:

2bn
∇2 exp(u)

exp(u)
= 2u− V + Vn, (A.6)

where bn = ~2

12m∗q and the new variable u = 1
2(V −Vn+VQ) has been introdu-

ced. A finite element discretisation is then applied resulting in the following
system of equations:

∫

∂Ω
2bnθi∇(u)~ndS −

∫

Ω
2bn
(
∇(θi) − θi∇(u)

)
∇(u)dΩ =

∫

Ω
(2u− V + Vn)θidΩ, (A.7)

where θi are the finite element basis functions. The use of the discretisation
based on potentials instead of that based on carrier densities,

VQ = 2b
∇2√n√

n
, (A.8)

allows a much smoother behaviour for electron density, especially, when it is
used self-consistently [wTW04, SMGGR06]. However, initially, we calculate
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the correction only once from the solution of the drift-diffusion model used for
the initialisation of the particles. Then, during the Monte Carlo simulation,
we calculate the electric field used to move the carriers as

E = −∇(V + V FF
Q ). (A.9)

where V FF
Q stands for a quantum potential in the frozen field approximation.

Although not self-consistent, it has been shown that this approximation is very
close to the fully self-consistent approximation at low drain biases [RA08].

One extra advantage of the quantum corrections in particle simulations
is that the displacement of the peak charge density from the interface brings
numerical advantages, since collision detections with the interface are greatly
diminished. This is especially important for non-cartesian domains because
they require a high number of operations.

A.7. Reduction of the self-forces for Monte Carlo

simulation of semiconductor devices on gene-

ral unstructured meshes

In particle simulations where the field calculation on a mesh is self-consis-
tently coupled to the movement of the particles, unphysical forces may appear.
For example, in the Monte Carlo simulation of semiconductor devices, the
particle charge is assigned to the nodes of the mesh, the Poisson equation is
solved with this charge and the electric field obtained from the electrostatic
potential is interpolated in the position of the particles. In this process, a
particle can feel a force even if it is the only charge in an infinite discretised
domain. This unphysical force is called self-force [Lau96, HE88], and can lead
to spurious results if it is not taken into account in the simulation process.

In [HE88], two conditions are used to prove that the self-force is zero:

1. The charge assignment and the force interpolation schemes must be the
same. Let φ(r − rp) be the interpolation function associated with the
node p of the considered element in the point r. The contribution to the
charge density in the node rp from a charge q in r will be

ρ(rp) =
q

V
φ(r − rp), (A.10)
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where V is a volume. This volume has to satisfy particular conditions
which will be derived later. The electric field at the point r will be

E(r) =
∑

p∈nodes

φ(r − rp)E(rp). (A.11)

2. The electric field defined on the nodes of the mesh must be spherically
symmetric. The electric field in a node ri generated by a charge in the
node rj must have the same magnitude and opposite direction than the
electric field in the node rj generated by the same charge in the node
ri. Assuming that there is a linear dependence between the electric field
and the charge density,

E(rp) =
∑

p′∈nodes

G(rp; rp′)ρ(rp′), (A.12)

where the proportionality matrix must be anti-symmetric:

G(rp; rp′) = −G(rp′ ; rp). (A.13)

For tetrahedral meshes, condition 1 can easily be verified if the values of
the electric field in the nodes of the mesh are known, for example, using the
finite element interpolation functions. For tetrahedral elements, we have the
following linear interpolation functions [BCO81]:

{
φ(r − rp) =

vp
Velement

r ∈ Ωelement

φ(r − rp) = 0 otherwise,
(A.14)

where Velement is the volume of the element containing the point and vp is the
volume of the sub-tetrahedron formed by the face opposite to the node rp and
the interior point r.

Condition 2 holds if the value of the electric field in the nodes is exact.
However, the values obtained for the electric field will be approximations and
will not completely satisfy this condition. This will lead to unwanted self-forces
in the device, with a magnitude dependent on the accuracy of the value of the
electric field.
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Figura A.23: Geometrical meaning of charge assignment schemes for a
Cartesian element (left) and a simplex element (right) in
2D. wi is the weight associated to node i and corresponds
to the area of the sub-element the label is on. Sub-elements
are defined by the point x, which would be the position of
the charge.

A.7.1. Charge assignment

The use of (A.14) for the charge assignment appears naturally in the dis-
cretisation of the Poisson equation with the finite element method using point
charges. In this case the electron density can be written as:

n =
∑

k∈p

qkδ(rk). (A.15)

The weak form of this equation is:

∫

Ω
nv dΩ =

∫

Ω

∑

k∈p

qkδ(rk)v dΩ. (A.16)

Using the Galerkin approximation for v, v =
∑
viθi, and transforming the

expression for the shape functions, we obtain the following contribution for a
given node i:

∫

Ω

∑

k∈p

qkδ(rk)θi dΩ =

∫

Ω

∑

k∈p

qkδ(rk)
∑

e∋i

φei dΩ =
∑

k∈p

∑

e∋i

qkφ
e
i (rk). (A.17)

Fig. A.23 shows an example in two dimensions of this charge assignment
and compares it with the standard cloud-in-cell scheme used in finite difference
meshes.
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A.7.2. Electric field interpolation

When we solve the Poisson equation, what we obtain are the values of
the electrostatic potential. From these values we can compute the gradient in
finite element meshes and obtain the electric field in the elements. However, to
apply the previously described interpolation scheme, we must have the electric
field defined at the nodes.

The most consistent way of computing the electric field is the use of the
finite element formulation on the equation:

E = −∇ψ. (A.18)

Formulating the problem in variational form and using the Galerkin approxi-
mation we get to the following systen of vector equations:

N∑

j=1

[
Ej

∫

Ω
θjθi dΩ + ψj

∫

Ω
∇θjθi dΩ

]
= 0 ∀i = 1, ...,N. (A.19)

A more economic way of computing the electric field is the interpolation from
the values calculated on the elements as E = −∇ψ. For an element e we have:

Ee = −∇ψe = −∇
(
∑

i∈e

ψiθi

)
= −

∑

i∈e

ψi∇θi. (A.20)

From these values we can obtain the electric field on the nodes as:

E(ri) =
∑

e∋i

weEe. (A.21)

We found that the best results were obtained with the following interpolation:

E(ri) =
∑

j

A

dj
Ej (A.22)

where the sum is over all neighbouring tetrahedra, Ej is the electric field in
the element j, and dj is the distance from the node ri to the barycentre of the
neighbouring tetrahedron j. The constant A is chosen to obtain

∑ A
dj

= 1 for

each node, so it is A =
(∑ 1

dj

)−1
.

Firstly, for an structured tetrahedral mesh, we calculated the normalised
proportionality matrix G between the components of the electric field and
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the electron density in the four nodes of an element, Ei =
∑

j Gijqj. As an
example, using the simplest interpolation, the following normalised Gx matrix
was obtained for the x component of the electric field,

Gx ≃




4,1 · 10−8 −0,22826 −0,32240 −0,99933
0,22827 1,1 · 10−5 −0,16331 −0,51641
0,32241 0,16333 1,1 · 10−5 −0,52093
1,00000 0,51709 0,52161 6,8 · 10−4




The property of anti-symmetry, one requirement for the zero self-force, is sa-
tisfied by this approximation with an accuracy of almost 0.1 %.

After this we obtained this proportionality matrix on an unstructured
mesh. With the simple interpolation of the electric field we find the following
matrix:

Gx ≃




0,01719 −0,70076 −0,14044 0,05078
0,70327 −0,11414 0,72234 1,00000
0,20840 −0,77500 0,03204 0,31582
−0,01774 −0,99745 −0,32233 0,03744




In this case, the matrix is further from antisymmetry, with a deviation of
almost 100 % in one of the elements (Gx41, G

x
14). To see if the finite element

calculation of the electric field would improve this behaviour, we obtained the
matrix for this scheme:

Gx ≃




−0,00785 −0,69734 −0,04820 0,06307
0,67289 −0,06546 0,79161 0,94406
0,19568 −0,84617 0,09457 0,36391
−0,06996 −1,00000 −0,26227 −0,01267




We can see that the behaviour is as irregular as in the previous case and the
extra cost of the calculation does not compensate the possibe improvement.

A.7.3. Double gate MOSFET simulation

To test our approach and to measure the self-forces, we have chosen a dou-
ble gate (DG) metal-oxide-semiconductor field-effect transistor (MOSFET)
structure because of its high symmetry and also because this multigate tran-
sistor architecture is expected to replace the conventional bulk MOSFET be-
yond 32 nm technology generation [roa]. We know that in the centre of this
structure the effect of the boundaries should compensate one another, so that
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Figura A.24: Reduction of the electric field in orders of magnitude at the
positions of a particle in the 10 nm gate length, 6,1 nm body
thick, DG Si MOSFET.

the self-force in the centre should be the smallest or close to zero if our scheme
works. The data were obtained by solving the Poisson equation in the device
populated by only one electron, once for every element of the discretised do-
main. The electric field in the position of the particle is obtained using two
different methods. One of them employs the previously described simple inter-
polation using linear functions. The other one is based on the approximation
of constant electric field in the elements, which is the one usually described
and used [BS94, HE88, Lau96].

Fig. A.24 shows the reduction in the self-force for the 10 nm gate length
DG Si MOSFET. The most important improvement is far from the boundaries,
in the centre of the device, since the contribution to the electric field here is
mainly due to the charge assignment. However, near the boundaries, the main
contribution comes from the break of symmetry in the computed electrosta-
tic potential, so the reduction in the electric field is lower. Figs. A.25-A.26
show the magnitude of the electric field on a particle in different regions of
the device. These figures demonstrate a correlation between the magnitude of
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(a) (b)

Figura A.25: Isosurfaces of the (a) x component and (b) y component of
the electric field on a particle positioned in different places
inside the device.

(a) (b)

Figura A.26: Isosurfaces of the (a) x component and (b) absolute value of
the electric field on a particle positioned in different places
inside the device.
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Figura A.27: ID-VG characteristics at a drain voltage of VD = 0,05 V for
different charge assignment/electric fiel interpolation sche-
mes

a component of the electric field and the distance to the boundaries perpen-
dicular to it. This is because the strongest break in the spherical symmetry
takes place in that direction. The resulting module of the electric field is also
shown. There is a clear correlation between the region of highest improve-
ment of the electric field and the region with the lowest electric field. This
suggests that the reduction comes from the electric field associated to the in-
terpolation (self-force), confirming that the combined scheme for the charge
assignment/electric field interpolation does reduce the self-forces coming from
the decomposition of the domain into tetrahedra.

Finally, we evaluated the impact of the self-forces on the current charac-
teristics of the device. Fig. A.27 shows a comparison between the ID-VG cha-
racteristics of the device obtained from the simulation using different charge
assignment schemes. In one of them, which does not lead to zero self-forces
(SC MC-1 in Fig. A.27), the charge of the particle is split among the nodes
of the element enclosing it using the interpolation function (A.14). Then, to
obtain the density required by the Poisson equation, this value is divided by
the volume associated to the node, i.e., the sum of one fourth of the volume of
every tetrahedron containing that node. The other method is the one proposed
in this work (section A.7.1, SC MC-3 in Fig. A.27). Finally, the third set of
results is obtained using a constant electric field in the elements calculated
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according to equation (A.20) (SC MC-2 in Fig. A.27). The self-forces are the
most pronounced when the background electric field is low. Therefore, we just
show the curves corresponding to a low drain voltage of VD = 0,05 V and the
values of the gate voltage in the range 0,1 V − 0,8 V, since very low polarisa-
tion current values are also very difficult to obtain accurately within the MC
method. We can see a better behaviour of the current with the second charge
assignment scheme attributable to its better behaviour regarding to minimal
self-forces. However, since the mesh does not have large gradients in the size
of the elements and the electric fields inside the device are higher, the current
obtained with both assignment schemes are very similar at large gate voltages.
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